Letmy tvod do teorie afinnich prostoru
TRETI PRACOVNI VERZE

Cilem tohoto textu je popsat akce grup na mnozZindch, definovat abstrakini afinni prostor
jakozto mnozinu se strukturou danou akci zamérent, charakterizovat afinni prostory pomoci
isomorfnich afinnich prostoriu specidlniho tvaru, popsat afinni bdze, afinni souradnice, ddle
pak bdze bodi v obecné poloze a soutadnice soutadnice vzhledem k témto bazim. Ddle defi-
nujeme afinni zobrazeni a afinni grupu a ukdZeme, jak operuje na soutadnicich a bazich.

Motivaéni pfFiklad: Necht f : Ry[z] — R je linedrni zobrazeni zadané pfedpisem
flax® + bz +c)=a+c
Oznac¢me symbolem P vzor 6 € R, tedy
P = {az® + bx +c € Ryfz];a +c =6} = f1(6).

Povsimnéme si, Ze pro kazdy prvek p € P a kazdy vektor z jadra u € ker f = f~1(0)
plati p+u € P a pro kazdé v € Ry[z| — ker f plati p+ v ¢ P. Déale pro kazdé p,q € P
jep—q € ker f.

Diky vlastnostem vektorového prostoru Re[z] navic zfejmé plati nasledujici na prvni
pohled nezajimavé vlastnosti

(1) Vp € PYu,v €ker f: (p+u)+v=p+ (u+v)
(2) VpeP:p+0=p
(3) Vpe PYueckerf:(ptu=p = u=0)
(4) Vp,q € PAluekerf:p+u=gq

Ukéazeme, ze mnozina P C Ry[z| je typem velice dilezité struktury.

1. AKCE GRUP

Definice. Bud A # (), (G, -) grupa. Pak zobrazeni x : A x G — A nazveme akce grupy
G na mnoziné A a zapisujeme symbolicky jako axg = *(a, ¢g), pokud spliiuje vlastnosti

(5) Va € AVg,h € G:(axg)xh=ax(g-h)
(6) Vae P:axl=a
Pokud je z kontextu ziejmé, o jakou akci jde, fikdime strucné, ze G operuje na A.

Poznamka. Vyse uvedena definice je vlastné definici prave akce. Pokud bychom na-
hradili vlastnost 5 vlastnosti

(7) Va € AVg,h € G: (axg)xh=ax*(h-g)

budeme zobrazeni * nazyvat levou akci. Pro komutativni grupy ztrati toto rozliSovani
smysl. Tvrdosijné lpéni na pravych akcich je v mnoha nize uvedenych ptikladech ne-
vhodné, ale povazujeme peclivé rozliSovani za tucelné a doufame, Ze si ¢tenar rozdil
uvédomi a zapamatuje.
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Piiklad 1. Bud A = {a}, G = {1}. Pak lze definovat jediné zobrazeni x : AxV — A,
které je akci G na A. Obecnéji, je-li A libovolna neprazdna mnozina, ma na ni trivialni
grupa G = {1} jedinou akci. Podobné, je-li G libovolnad grupa, mé jedinou akci na
mnoziné A = {a}. VSechny tyto piipady lze zobecnit nésledovné: Je-li A libovolna
neprazdna mnozina a G libovolna grupa, lze definovat akci x : A x G — A predpisem
axg = a pro kazdé a € A a kazdé g € G. Této akci budeme fikat trividini akce.
Povsimnéte si, ze trivialni akce je pravou i levou akci zaroven, ackoli grupa GG nemusi
byt komutativni.

Priklad 2. Bud G grupa. Pak zobrazeni x : G x G — G zadané g x h = g - h je akce
G na A = (. Pokud je GG komutativni grupa, je * i leva akce.

Priklad 3. Bud V vektorovy prostor nad polem (K, +,-). Pak grupa (K — {0}, ) ma
akci na V zadanou nasobenim vektoru v € V' skalarem a € K — {0}.

Priklad 4. Bud A = {1,2,3} tfiprvkovd mnozina a S3 grupa permutaci mnoziny A,
tedy

Sy ={m: A — A;7 je surjekce}.

Definujme zobrazeni * : A x S3 — A néasledovné: pro kazdé a € A a kazdé 7 € S
necht a x m = 7 !(a). Presvédcte se, Ze x je akce S3 na A. P¥i definici a x 7 = 7(a)
nedostaneme akci, ale levou akci.

Povsimnéte si, Ze predchozi pfiklad ndm déavéa odlisny pohled na akce grup: Necht
(G,-) je grupa a A neprazdnd mnozina. Nechf je ddn grupovy homomorfismus ¢ :
G — S(A) grupy G do grupy permutaci mnoziny A. Pak lze definovat zobrazeni
x4+ A x G — A pfedpisem a x4 g = ¢(g)(a), kde symbol vpravo oznacuje hodnotu
permutace ¢(g) na prvku a € A.

Protoze ¢ je homomorfismus grup, plati pro kazdé a € A a kazdé g,h € G

(axgp9) %6 h = @(h)(axsg) = (¢(h) o d(g))(a) = ¢(h - g)(a)
= axs(h-g)
(a%y,1) = ¢(1)(a) =id(a) =a

Povsimnéte si, Ze takto definovand x, neni akci, ale levou akci. Abychom vyhoveli
definici akce, definujme *4 odlisné: necht a x, 7 = 7 !(a). Pak je podobné jako v
piikladu vyse x, akci.

PovSimnéte si naopak, Ze kazda akce x : A x G — A pro libovolnou neprazdnou
mnozinu A a libovolnou grupu G zadéva grupovy homomorfismus ¢, : G — S(A)
zadany pro kazdé g € G predpisem ¢,(g)(a) = ax g~' pro kazdé a € A.

Cviceni. Dokazte, Ze ¢, je homomorfismus.

Cviceni. Dokazte, Ze pro kazdé A # (), kazdou grupu G, kazdou akci x : AX G — A a
kazdy homomorfismus ¢ : G — S(A) plati x4, = x a ¢,, = ¢. Tato dvé tvrzeni zname-
naji, Zze akce G na A a pfislusny homomorfismus G — S(A) se navzdjem jednozna¢né
urcuji.
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Cviceni. Ilustrujme tyto tvahy na predchozim piikladu: akce % : {1,2,3} x S3 —
{1,2,3} ur¢uje homomorfismus ¢, : S3 — S({1,2,3}) ~ Ss. Popiste tento homomor-
fismus a pov§imnéte si, Ze pro levou akci axm = 7(a) je 0, identita a Ze naopak identita
urcuje akci *.

Cviceni. Problém ,opa¢ného komutovani“ a nutnosti prejit od (pravych) akei k levym
akcim lze vytesit zavedenim pojmu antihomomorfismus. Pokuste se tento pojem presné
definovat a preformulujte s jeho vyuzitim pfedchozi tivahy pro (pravé) akce. Uveé-
domte si, Ze antihomomorfismy komutativnich grup splyvaji s homomorfismy. Necht
¢ : G — H je homomorfismem i antihomomorfismem grup. Rozhodnéte, zda z toho
plyne komutativita G nebo H a své rozhodnuti zdivodnéte.

Bud G libovolna grupa a A libovolna neprazdna mnozina, x : A x G — A libovolna
akce. Potom z(Zeni * na libovolnou podgrupu H C G zadéva akci x|H : A x H — A.
Specielné pro podgrupu {1} C G jde o trividlni akci.

Piiklad 5. Uvazme As C S3 a akci x| A3 : {1,2,3} x A3 — {1,2,3}. Protoze A3 ~ Zs a
tiiprvkova mnozina je se Zs v bijekci, mizeme akci x| A3 chapat jako akci x : Zg X Z3 —
Z3 zadanou séitanim v Zs.

Necht A = {1,2,3} a G = S3. Definujme dvé akce S3 na A: necht a x 7 = 7 1(a) a
axm = a. Tyto dvé akce predstavuji urcité protipoly — zatimco x je az prilis bohata
akce, trivialni akce * je pfilis omezena. Tato vagni vyjadieni ziskaji rozumny smysl po
zformulovani nasledujici

Definice. Bud A neprazdna mnozina a (G, ) grupa. Rekneme, 7e akce « : Ax G — A
grupy G na mnoziné A je bez pevnych bodi, pokud pro kazdé a € A a kazdé g € G
plati

(8) axg=a = g=1.

Pokud existuje a € A, pro které tato podminka neni splnéna, nazveme ho pevnym
bodem akce .

Rekneme, Ze akce « je tranzitivni, pokud pro kazdé a,b € A existuje g € G takové,
ze
9) a*xg=n>.

Priklad 6. Trividlni akce je bez pevnych bodi pravé tehdy, kdyz G je trivialni, nao-
pak triviadlni akce libovolné grupy je tranzitivni pravé tehdy, kdyz A je jednoprvkova
mnozina.

To znamena, ze podminka 8 fika, ze akce grupy G neni vzhledem k mnoziné A ,moc
velkd“, naopak podminka 9 znamené, ze akce grupy je dostatecna na to, aby se kazdy
prvek mnoziny A pomoci akci prvki grupy G pfesunul na libovolny jiny prvek mnoziny
A. Specielné si uvédomte, co to znamena pro akci z prikladu 2.

Priklad 7. Vyuzijme k popisu akce * : AxG — A antihomomorfismus ¢, : G — S(A).
Srovnejte podminku 8 a injektivitu ¢y, tj. podminku

Vg,h € G: (b*(g) = (b*(h) = g=nh
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Tu 1ze preformulovat do ekvivalentniho tvaru
Vg,h € G(Va € Alaxg=axh) = g=h)

Tato podminka je slabsi nez 8! Najdéte vhodny priklad akce s pevnym bodem, jejiz
pfislusny antihomomorfismus je injektivni. (Takovy piiklad lze nalézt i v predeslém
textu.)

Priklad 8. DokaZte, Ze pro tranzitivni akci bez pevnych bodu x : A x G — A je
splnéna silnéjsi vlastnost nez 9 — pro kazdé a,b € A existuje prave jedno g € G
takové, ze a x g = b.

Priklad 9. Akce x: {1,2,3} x S3 — {1,2,3} z ptikladu 4 je tranzitivni, ale vSechny
body mnoziny {1, 2,3} jsou pevné, nebot kazdy bod se zobrazi na sebe pfi transpozici
ostatnich dvou bodu.

Piiklad 10. Akce z prikladu 3 ma pravé jeden pevny bod, 0 € V. Uvédomte si, ze
nulovy vektor splnuje silnéjsi podminku, nez je podminka z definice pevného bodu
— zatimco v predchozim prikladu se kazdy bod A pfi nékteré permutaci ,pohnul®,
nulovy vektor zlistava na misté pri nasobeni libovolnym skalarem.

Z tohoto divodu tato akce neni tranzitivni, nebot z nulového vektoru se na zadny
jiny vektor nedostaneme nasobenim jakymkoli skalarem. Kdybychom nulovy vektor z
V' vynechali, stale jesté nemusime dostat tranzitivni akci — presnéji, tranzitivni akci
dostaneme prave tehdy, je-li dimV = 1.

2. AFINNi PROSTOR

Definice. Necht A je neprézdnd mnozina a V' vektorovy prostor nad polem skalari
K. Rekneme, 7e trojice (A, V,*) je afinni prostor, jestlize x : A x V — A je tranzitivni
akce V na A bez pevnych bodu. Prvky mnoziny A nazyvame body afinniho prostoru a
mnozinu A nazyvame mnozinou bodi, vektorovy prostor V nazyvame zaméreni afin-
niho prostoru. Pokud je z kontextu ziejmé zaméfeni a jeho akce na mnoziné boda A,
stru¢né mluvime o afinnim prostoru A.

Priklad 11. Trojice ({a}, {1},*) je afinni prostor. Vzhledem k piikladu 6 vime, Ze je
to jediny afinni prostor s trivialni akci *.

Priklad 12. Bud V' vektorovy prostor. Pak (V,V,+), kde + je s¢itani vektori ve V,
je afinni prostor. Tento piiklad je specidlnim piipadem z prikladu 2.

Priklad 13. Mnozina P z motiva¢niho prikladu s akci ker f danou séitanim vektoru
tvori afinni prostor — ker f je vektorovy prostor a vlastnosti 1-4 popisuji tranzitivni
akci ker f bez pevnych bodii na mnoziné P.

Priklad 14. Necht M je matice typu m x n, x € R", b € R™. Oznacme
A={z eR";, Mz =b}

mnozinu feSeni soustavy linedrnich rovnic s rozsifenou matici soustavy (M|b), dale
oznacme

V ={x eR"; Mz =0}
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mnozinu feSeni homogenizované soustavy. Potom (A,V,+), kde + : A x V — A je
sCitani vektord v R™, je afinni prostor.

Skute¢né, mnozina V' C R" je vektorovy podprostor, nebot je fesenim homogenni
soustavy linearnich rovnic. Déle pro kazdé a € A akazdé v € V je a+v € A, tedy +
je skuteéné zobrazeni 4+ : A x V' — A. Z vlastnosti s¢itani vektori v R™ plyne, Ze je
to akce V' na A a Ze je také bez pevnych bodi a tranzitivni.

Priklad 15. Bud f : U — V linearni zobrazeni, v € Im f libovolny vektor. Pak
fH ) ={u e U; fu) = v}

je mnoZinou bod afinniho prostoru (f~!(v), ker f, +). Skuteéné, pro kazdé u € f~1(v)
a kazdé w € ker f plati u +w € f~(v), nebot f(u+w) = f(u) + f(w) =v+0= 0.
Podobné jako v predchozim ptikladu lze snadno ukézat, Ze sc¢itani vektord definuje
akci ker f na f~!, kterd je tranzitivni a bez pevnych bodt.

Predchozi ptiklad je specidlnim pripadem, pficemz U = R", V' = R™ a zobrazeni
f U — V je zaddno ptfedpisem f(zr) = Mz. Pak zfejmé mnozina A z predchoziho
pripadu predstavuje vzor b € R™ a mnozina V' je jadrem f.

Nechf naopak f : U — V je libovolné linedrni zobrazeni mezi prostory konecné
dimenze. Zvolme libovolné baze a v U a 3 ve V. Pak pro v € Im f je mnozina

) = {u € Us (f)palu)a = (v)5}
neboli vzor v odpovida bodim z U, jejichz souradnice v bazi « jsou fesenim nehomo-
genni soustavy linearnich rovnic s rozsifenou matici soustavy ((f)ga|(v)s) a podobné
ker f je zadano homogenizovanou soustavou s matici soustavy (( f) 5a).
Tedy tento a prechozi ptiklad popisuji stejny typ afinnich prostorii.

Priklad 16. Trojice ({1, 2,3}, S3, %), kde  je akce definovand v prikladu 4, neni afinni
prostor, nebot x ma jako pevné body vSechny body {1,2,3}. Z ptikladu 5 ale vime,
7e zuZzeni * na Az C S3 je akci bez pevnych bodu. Protoze As ~ Zs a Zs je vektorovy
prostor nad sebou samym, je ({1,2,3}, A3, x|A3) afinni prostor.

Tutéz tvahu nelze provést pro obdobnou akci S; na ¢tyfprvkové mnoziné, protoze
Z4 neni pole. (Navic Ay % Z4, ale to nevadi, protoze Z4 je isomorfni podgrupé Sy
generované posunutim.)

Ptiklad 17. Necht p = {[a,b] € R* b = ka+ 1} je pfimka v roving, k,[ € R libovolna.
Na p definujme zobrazeni x : p x R*> — p predpisem [a,b] x (7,y) = [a + x,b +
y]. Pfesvédcte se, ze jde o tranzitivni akci. Trojice (p, R?,«) ale neni afinni prostor.
Naleznéte vSechny pevné body akce .

Podobné necht A = R?* a V = {(z,y) € R*y = ka}, definujme zobrazeni * :
A xV — A predpisem [a,b] * (z,y) = [a + z,b + y|. Piesvédcte se, ze jde o akci bez
pevnych bodi, ktera ale neni tranzitivni.

Predchozi priklad ukazuje smysl nasledujici
Definice. Dimenzi afinniho prostoru (A,V,*) nazveme dimenzi zaméfeni V.

Poznamka. PovS§imnéte si, jak se v prikladu 17 projevil princip popsany v piikladu 6
— tranzitivita akce vyzaduje ,dost velkou“ dimenzi V', absence pevnych bodt zase
znemoznuje, aby dimenze V' byla ,prilis velka“.
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Priklad 18. Bud A ¢tyiprvkova mnozina. Vzhledem k prikladu 16 vime, Ze akce
Z4 na A neni afinni prostor. To ale neznamena, ze na C¢tyiprvkové mnoziné nelze
definovat strukturu afinniho prostoru. Uvédomte si, Ze A je v bijekci se (Z3)?, tedy s
dvourozmérnym vektorovym prostorem nad polem Zs, a miizeme definovat akci (Z,)?
na A jako s¢itani v (Z)?. Dimenze tohoto afinniho prostoru je 2. Na A lze ale zavést
také jinou afinni strukturu, ovSem s vyuzitim teorie konecnych poli. Lze ukazat, ze
existuje ¢tyfprvkové pole LL, to je pak vektorovym prostorem dimenze 1 nad sebou
samym, takze lze definovat afinni strukturu (L, L, +). P¥itom L = {0,1,¢,¢ 4 1}, kde
141=0,l+¢=0a/l-{=(+1.

Pokuste se najit afinni strukturu Sestiprvkové mnoziny. (Pozdéji ukazeme, na jakych
koneénych mnozinéach 1ze definovat strukturu afinniho prostoru.)

Bez znalosti o kone¢nych polich a pouze s vyuzitim elementarni teorie mnozin lze
ukézat existenci rtuznych afinnich struktur nekoneénych mnozin. Necht A je pro jed-
noduchost spocetna, pak A je v bijekci s A X A a zaroven A je v bijekci s Q, tedy lze
definovat akci * vektorového prostoru @ na A. Ta ale zadavé akci Q2 na A x A po
slozkach. Prostiednictvi bijekce mezi A a A x A je tim ale zad4na akce Q? na A.

Podobné uvahy lze provést i pro nespocetné mnoziny.

Cviceni. VyzkouSejte si zavedeni struktury jedno- a dvourozmérného afinniho pro-
storu na mnoziné celych ¢isel s vyuzitim klasické diagonalni bijekce Z a Q.

Definice. Nechf (A, V,x) je afinni prostor, necht ) # B C A, W C V je vektorovy
podprostor a zuzeni akce x na podprostor W je tranzitivni akci W na B bez pevnych
bodu. Pak trojici (B, W, *|W) nazveme afinnim podprostorem prostoru (A, V, x).

Priklad 19. Necht (A, V, %) je afinni prostor a a € A libovolny bod. Pak (a, {0}, x|{0})

je nularozmérny afinni podprostor.
Cviceni. Dokazte, Ze neprazdny prinik afinnich podprostori je afinni podprostor.

Vzhledem k prikladu 12 lze uvazovat afinni podprostory vektorového prostoru, pres-
néji feceno afinni podprostory afinniho prostoru (V,V, +). Vime, Ze kazdy vektorovy
podprostor, tj. kazdé mozné zaméteni afinniho prostoru, 1ze chapat jako feseni vhodné
homogenni soustavy linearnich rovnic a nebo ekvivalentné jako jadro vhodného linear-
niho zobrazeni. Vzhledem k ptikladim 14 a 15 vime, Ze feSeni nehomogennich soustav
linearnich rovnic, nebo ekvivalentné vzory prvku riznych od nuly z obrazu vhodnych
linearnich zobrazeni, jsou afinni podprostory vektorového prostoru. Nez v pristi ka-
pitole prozkoumame, zda existuji také jiné afinni podprostory vektorového prostoru,
popiSeme geometrii vzajemnych poloh afinnich podprostorta v (V, V, +).

Definice. Necht (V,V, +) je afinni prostor a (A, W, +), (B,U,+) jeho afinni podpro-
story, tj. A, B CV a W,U C V vektorové podprostory. Pak fekneme, ze (A, W, +) a
(B,U,+) jsou

(1) rovnobézné, pokud W C U nebo U C W,

(2) mimobézné, pokud nejsou rovnobézné a AN B = (),

(3) raznobézné, pokud nejsou rovnobézné ani mimobézné.

Takto tedy chapeme situaci A C B jako rovnobéznost.
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Priklad 20. Necht V =K", A ={z € V; Mz = a}, B={z € V; Nz = b}, kde matice
M a N jsoutypum xnakxn,ac K beKF Oznatme W = {z € V; Mz = 0}
a U = {x € V;Nx = 0}. Afinni podprostory (A, W,+) a (B,W,+) ve (V,V,+) jsou

riznobézné, pokud soustava linedrnich rovnic s rozsifenou matici

(%))

ma FeSeni. Pokud feSeni nemad, ale pfislusnd homogenizovana soustava ma stejnou
mnozinu feSeni jako néktera ze soustav Mx = 0 nebo Nz = 0, jsou (A, W,+) a
(B,U,+) rovnobézné. V ostatnich pfipadech jsou mimobézné.

Definice. Afinni podprostor prostoru (V,V,+) dimenze dim V' — 1 nazveme nadrovina
ve V.

Cviceni. Dokazte, Ze kazdy afinni podprostor (V, V, +) tvaru (A, W, +), kde A = {z €
ViMz=a}, W ={zx € V; Mz =0} je prinikem kone¢né mnoha nadrovin.

Na zavér této casti uvedeme ekvivalentni definici afinniho prostoru, kterda bude v
dalsim textu uzitecna.
Tvrzeni. Necht A je neprdzdnd mmnoZina, V vektorovy prostor a TLUAXASYV je
ﬁ
(

H
zobrazent, které zapisujeme ab = "(a,b), s témito dvéma vlastnostmi:

é
(i) Pro kazdé a € A av € V ezistuje pravé jedno b € A tak, Ze ab = v. Piseme
b=a+wv, pripadné v = b;a. .
(ii) Pro vsechna a,b,c € A je ab+ bc = ac.

Pak (A,V,x), kde a x v definujeme jako prdvé to b € A, pro které plati ab = v,
je afinni prostor, a naopak, pro kazdy afinni prostor (A,V,*) lze definovat zobrazeni
A x A —V spliujict vlastnosti (i) a (ii).

Cviceni. Dokazte predchozi tvrzeni.

3. AFINNI ZOBRAZENT

Poznamka. V celé této a pristi kapitole predpokladame, Ze zaméfeni vSech afinnich
prostori jsou vektorovymi prostory nad tymz polem, pokud nebude feceno jinak. Je-
diné tak ma totiz smysl mluvit o linedrnich zobrazenich mezi nimi. Kategorialné orien-
tovany ¢tenar necht si uvédomi, ze vektorové prostory nad polem K a linedrni zobrazeni
mezi nimi tvoii pravé kategorii Mod-K, pricemz vime, ze kategorii Mod modulti nad
libovolnymi okruhy rozumné vytvorit nelze.

Definice. Necht (A, V,x) a (B,W,x*) jsou afinni prostory a f : A — B zobrazeni
takové, ze existuje linearni zobrazeni ¢ : V' — W splnujici pro kazdé a € A a kazdé
veV
flaxv) = f(a) = d(v).

Pak zobrazeni f nazveme afinnim zobrazenim prostoru (A, V, %) do prostoru (B, W, ),
prislusné zobrazeni ¢ : V' — W nazveme podrizenym linedrnim zobrazenim afinniho
zobrazeni f.

Necht specielné afinni zobrazeni f : A — B je bijekce. Pak fekneme, Ze f je afinni
isomorfismus nebo ze prostory (A, V,x) a (B, W, %) jsou afinné isomorfni.
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Priklad 21. Konstantni zobrazeni (A,V,*) do (B, W, %) je afinni. Podobné vlozeni
afinniho podprostoru do afinniho prostoru je afinni zobrazeni, dokonce lze ekvivalentné
definovat afinni podprostor (C,U,x|U) afinniho prostoru (A, V,x) tak, ze C C A,
existuje vhodné zuzeni x na U C V a inkluze C' — A je afinni zobrazeni.

Priklad 22. Mezi afinnimi prostory (V,V,+) a (W, W, +) kazdé linedrni zobrazeni
¢ : V — W indukuje afinni zobrazeni f spliujici f(0) = 0.

Lemma. Necht (A,V,x), (B,W,x*) a (C,U,©) jsou afinni prostory, f : A — B a
g : B — C afinni zobrazeni s podrizenymi linearnimi zobrazenimi ¢ : V. — W a
:W —U. Pak go f: A— C je afinni zobrazeni s podrizenym linedrnim zobrazenim

Yop:V —=U.
Cviceni. Dokazte predchozi tvrzeni.

Cviceni. Necht (C, U, «|U) je afinni podprostor v (A, V,x), (B, W, ) afinni prostor a
f: A — B afinni zobrazeni s podfizenym linearnim zobrazenim ¢ : V' — W. Dokazte,
ze (f(C),¢(U),*|¢(U)) je afinni podprostor v (B, W, ). Zformulujte pfesné obdobné
tvrzeni pro vzor afinniho podprostoru v afinnim zobrazeni a také je dokazte.

Cviceni. Pro linearni zobrazeni f : V' — W plati dim V' = dim ker f+dim Im f. Necht
(A,V,%) a (B, W, ) jsou afinni prostory a f : A — B afinni zobrazeni. Rozmyslete si,
zda plati n€jaka analogie tvrzeni o dimenzich vektorovych prostori. Lze smysluplné
definovat ker f7

Cviceni. Dokazte, 7e podfizené linearni zobrazeni afinniho isomorfismu je invertibilni,
tj. ze je to linearni isomorfismus.

Cviceni. Dokazte s vyuzitim predeslého cviceni, Ze inverzni zobrazeni k afinnimu
isomorfismu je afinni isomorfismus.

Dusledek. Isomorfni afinni prostory maji stejnou dimenzi.

Definice afinniho isomorfismu umoznuje fici, kdy jsou dva afinni prostory z hlediska
afinni struktury stejné. Nasledujici véta ukazuje, ze mezi afinnimi prostory lze vybrat
vhodné reprezentanty ve tiidach ekvivalence afinniho isomorfismu a ukazuje, Ze tyto
tridy jsou charakterizovany dimenzi.

Véta. Necht (A,V,x) je libovolny afinni prostor. Pak existuje afinni isomorfismus
f: A=V do afinniho prostoru (V,V,+).

Diikaz. Zvolme pevné libovolny bod a € A. Pro kazdé b € A polozme f(b) = ab
(povSimnéte si, ze zde vyuzivame ekvivalentni definici afinniho prostoru). Dokazeme,
ze takto definované zobrazeni je afinnim isomorfismem.

Predevsim podfizené linearni zobrazeni k f je id : V' — V' nebof pro kazdé b € A a
kazdy vektor zaméteni v € V' plati

Fbxv) = f((a*ab)v) = f(ax(ab+v)) = ab+v = f(b) +id(v).

Necht v € V je libovolny bod afinniho prostoru (V,V,+), pak f(a + v) = v a tedy f
—
je surjekce. Necht pro b,c € A plati f(b) = f(c). Pak ale ab = a¢, podle podminky
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- = —
(ii) z ekvivalentni definice afinniho prostoru je ab + bc = ac a tedy be = 0. To podle
podminky (i) zminéné ekvivalentni definice znamené b = c.
Tedy f je také injektivni, ¢imz je ditkaz ukoncen. O

Dusledek. KaZdy afinni podprostor ve (V,V,+) je tvaru f~(w) pro vhodné linedrni
zobrazeni f:V — W aw €Im f.

Poznamka. PovSimnéme si, ze afinnich isomorfismi konstruovanych v dukazu pred-
chozi véty je pravé tolik, jako bodu afinniho prostoru (A, V, ). Promyslete si, Ze jejich
inverzni zobrazeni odpovidaji posunuti nuly vektorového prostoru V' do prislusného
pevné zvoleného bodu (A, V, x). Afinnich isomorfismi je ovSem podstatné vice, nebot
podiizenym linedrnim zobrazenim posunuti je vzdy identita.

Cviceni. Dokazte, ze postacujici podminkou pro to, aby afinni zobrazeni bylo afinnim
isomorfismem, je to, Ze podiizené linedrni zobrazeni je linearni isomorfismus. (Povsim-
néte si, Ze v jednom z predeslych cviceni uz bylo dokézano, Ze jde o podminku nutnou.)

Disledek. Afinni prostory stejné dimenze jsou isomorfni.
Pro konecné mnoziny a konecné afinni prostory plyne z véty nasledujici dilezity

Disledek. Na konecné mnoziné lze definovat afinni strukturu prdvé tehdy, pokud je
pocet jejich prvki tvaru p", kde p je prvocislo a n € N.

Diikaz. Vime, ze kazdy vektorovy prostor V nad polem K je isomorfni vektorovému
prostoru K™V, Koneén4 pole jsou vSak pravé tvaru Z,[a] o p™ prveich, tedy pocet
prvkil vektorového prostoru musi byt p™ pron =m -dim V. U

4. AFINNI BAZE. AFINNI GRUPA.

Definice. Necht (A, V,*) je afinni prostor dimenze n, (vi,...,v,) bdze V aa € A
libovolny bod. Pak (n + 1)-tici (a, vy, ...,v,) nazveme afinni bazi (piipadné afinnim
repérem) prostoru (A, V, x). Bod a nékdy nazyvame pocdtecnim bodem afinni béze.

Lemma. Necht (a, vy, ...,v,) je afinni bazi (A, V,*). Pak pro kaZdy bod b € A existuje
pravé jedna n-tice skaldri (cy,...,c,) tak, Ze

b=ax(civ1+...coup).

— —
Diikaz. Plyne z jednoznacnosti vektoru ab a jednoznacnosti souradnic ab vzhledem k
bazi (vy,...,v,). O

Definice. Necht (A, V,*) je afinni prostor dimenze n. Afinnimi soutadnicemi bodu
b € A vzhledem k afinni bazi (a, vy, . . ., v,) rozumime sloupcovy vektor (1,¢y,...,¢,) ",
kde (cy,...,c,) pFedstavuje jednozna¢né danou n-tici skalarta z predchoziho lemmatu.

Prestoze nasledujici vyklad je mozné vést pro obecny afinni prostor, budeme se
vénovat takika vyhradné prostortim tvaru (V,V, +). Ctenafim doporucujeme, aby se
pokusili pfeformulovat ta tvrzeni, u kterych to ma smysl, do obecnéjsi podoby.
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Priklad 23. Necht v afinnim prostoru (V, V| +) je zvolena libovolna baze (a, vy, ..., v,)

a bod b € V m4 soufadnice (1,cy,...,c,)". Pak ziejmé plati
1
&1
b=(a vi va ... v,)-|C],
Cn

kde fadkovy vektor afinni baze chapeme jako matici 1 x (n + 1) a sloupcovy vektor
soufadnic jako matici (n + 1) x 1.

Necht dale (W, W, +) je dalsi afinni prostor s bazi (b, wy, ..., wg) a f : V — W afinni
zobrazeni. Pak podfizené linearni zobrazeni ¢ ma matici (¢)ga, kde o = (vy, ..., v,) je
baze zaméteni (V,V,+) a § = (wy,...,wy) je baze zaméfeni (W, W, +). P¥itom plati,
ze soutfadnice bodu f(b) € W tvoii sloupcovy vektor

1
( 1 0 ) C1
f(0) 1 ()a Sl
Cn
kde (1,c1,...,¢,)" jsou soutadnice b € V vzhledem k afinni bazi (a, vy, ..., v,).

Priklad 24. Necht V je vektorovy prostor nad polem K dimenze n. S vyuzitim pied-
choziho ptikladu popiSeme vSechny afinni automorfismy afinniho prostoru (V,V, +) se
zvolenou bazi. V pfipadé automorfismu je matice podfizeného linearniho zobrazeni
¢tvercova a navic regularni, tedy vSechny afinni automorfismy jsou tvaru

() remacaunn).

Ozna¢me tuto mnozinu A(n,K). Je ziejmé, ze A(n,K) obsahuje jednotkovou matici
(n+1) x (n+1). Dale

(1) Gw) = (aetam )

tedy A(n,K) je uzaviena na soucin. Konetné
1

|0 100\ _ 1 0\ _[1]0
—A- 1y ‘ Al r ‘ A)  \ —Ar+ A1y ‘ A'A )  \0|F
a tedy
1 o\ [1]0
—A 1y ‘ AT S\ r '

Definice. Mnozina A(n,K) s operaci nasobeni matic se nazyva afinni grupa.

Cviceni. Afinni grupa A(n,K) je podgrupou GL(n+1,K). Rozhodnéte, zda jde o nor-
malni podgrupu, v pfipadé, Ze ano, spoctéte faktorovou grupu GL(n + 1,K)/A(n,K).
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Priklad 25. Bud V vektorovy prostor dimenze n nad polem K. Pak afinni grupa
A(n,K) operuje na mnoziné afinnich bazi prostoru (V,V,+) v tomto smyslu: Akce

() e g

na (a,vq,...,v,) je ddna nasobenim zprava, tedy

: YEIAN 1 | 0
a v ... Up r A - a+T1U1+"‘+TnUn‘(/017"'71}")'14

Operace A(n,K) na mnoziné afinnich bazi (V,V, +) ma nasledujici smysl: necht B €
A(n,K) je libovolné a (a, vy, ..., v,) je libovolna afinni baze, necht v € V' je libovolny
bod se soutadnicemi (1,cy,...,c,)" vzhledem k bazi (a,vy,...,v,). Pak plati, Ze

Bt (1,c1,...,c0)"

jsou souradnice v vzhledem k bézi (a,vq,...,v,) - B, tedy v bazi zménéném akci B €

A(n,K). Skutecné,

1 1

€1 1 €1
v=(a,v1,...,0,) " : = (a,vy,...,v,)-B-B -

Cn Cn,

Pro lepsi pochopeni si uvédomte, jakym zplisobem se méni souradnice ve vektorovém
prostoru pfi zméné baze.

Pov§imnéte si také, Ze baze zaméfeni (vq,...,v,) je zménéna akci matice A €
GL(n,K) — uvédomte si, Ze pro r = 0 € K" se neméni pocatecni bod afinni béze
a akce A(n,K) splyva s akci GL(n,K) na zaméreni.

Priklad 26. Afinni baze umoziuje vyhodny popis afinniho podprostoru ve (V, V) +).
Necht (A, W, +) je afinni podprostor, tedy A C V, W C V je vektorovy podprostor.
Necht (vy,...,v;) je baze W a a € A libovolny bod. Pak

A= {a—i-tﬂ)l + vt € K}
Tomuto zapisu afinniho podprostoru ve (V, V, +) fikdme parametrické zadani. Protoze
W = {tlfUl + - _'_tkvk’tl € K},

je dobfe vidét, ze A a W jsou rovnobézné podprostory ve (V,V,+), které splyvaji
pravé tehdy, pokud 0 € A.

Ptitom vime, zZe kazdy vektorovy podprostor je feseni homogenni soustavy rovnic,
tedy Ze existuje matice M typu (n — k) x n tak, ze W = {z € V; Mz = 0}. Pak ale
Ize A popsat jako mnozinu A = {x € V; Mx = b}, kde b € K* je spliiuje b = M - a.
Tomuto zapisu afinniho podprostoru rikdme impklicitni zaddni.

Cviceni. Je snadné z implicitniho zadéni afinniho podprostoru vypocitat jeho para-
metricky tvar, urceny afinni bazi. Rozmyslete si, zda umite k parametrickému zadani
najit prislusnou nehomogenni soustavu linearnich rovnic jeho implicitniho zadani.
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Definice. Necht V' je vektorovy prostor a U jeho podprostor. Pak faktorovym prosto-
rem V/U rozumime mnozinu

VIU={v+U;v eV} ~,
kde v + U ~ w + U praveé tehdy, kdyz v — w € U, s operacemi
(v+U)+(w+U)=@w+w)+U
c-(v+U)=(c-v)+U
Cviceni. Uvédomte si, ze v + U = {v + u;u € U} a ze specielné 0 + U = U, tedy

muzeme povazovat U za prvek V/U. Rozmyslete si smysl jednotlivych symbola + v
definici operaci na faktorovém prostoru V/U a dokazte, ze V/U je vektorovy prostor.

Cviceni. Uvédomte si, ze prvky faktorového prostoru V/U jsou afinni prostory. Po-
v§imnéte si, ze kazdy z téchto afinnich podprostori je rovnobézny s U. Skutecné, je-li
U urceno soustavou Mz = 0 a dimU = k, pak pro kazdé v € V je mnozina v + U
zad4na néjakou nehomogenni soustavou Mz = b pro vhodné b € K"*.

Nyni méjme afinni prostor (A, V, ) dimenze n a jeho bézi (a, vy, ..., v,). Uvédomte
si, Ze afinni béaze urcuje (n+ 1)-tici bodi a, a; = axwvy, ...,a, = a*v,. To ndAm umozni
jiny zptisob popisu afinniho prostoru a afinni grupy.

Definice. Necht (A, V,*) je afinni prostor dimenze n. Rekneme, Zze body ay, ..., ax
. - . —_— —_— 1: ’ v s e 7
jsou v obecné poloze, pokud jsou vektory ajas, ..., ajar linearné nezavislé.
v v L~ / , e S , . .

Povsimnéte si, ze vektorovy prostor generovany vektory ajas, ..., ajar ma dimenzi
nejvyse k — 1 a tuto dimenzi nabyde pravé v ptipadé, ze aq, ..., a; jsou body v obecné
poloze.

Plati tedy

Véta. Necht (a,vy,...,v,) je afinni baze afinniho prostoru (A, V,*). Pak body a, axvy,
..., a%xv, jsou v obecné poloze. Necht naopak by, . ..,b, € A jsou body v obecné poloze.
—
0Yn

—
Pak (b, boby, . .., boby) je afinni bazi (A, V,x).
Cviceni. Dokazte predchozi vétu.

Definice. Vzhledem k pfedchozi vété budeme nazyvat mnozinu (dim V') + 1 bodu
afinniho prostoru (A, V, ) v obecné poloze bodovou bazi afinniho prostoru (A, V, x).

Priklad 27. Na urceni pfimky v R"™ je potieba dvou ruznych bodu, pritom piimka
je jednorozmérnym afinnim podprostorem, podobné na rovinu je potfeba t¥i riznych
bodti nelezicich v pfimce atd.

Nyni ma smysl preformulovat pojem soutadnic také vzhledem k bodové bazi. Méjme

afinni prostor (A, V, *) dimenze n a jeho bodovou bazi (ag, ay,. .., a,). Oznaéme v, =
A, - .., Uy = Qoay. Pak (ag,v1,...,v,) je podle pfedchozi véty afinni bazi (A, V, *).
Uvazme (n + 1)-tici skalari (co,...,c,)" € K™ takovou, ze >, ¢; = 1.

Formalnim zapisem

(10) b=cy-ap+cr-ar+---+c,-ay
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budeme rozumét bod

b= ag * (C1U1 + .. .Cn’l]n).

Tento zapis lze chapat nasledovné. Protoze co =1 —¢; — - -+ — ¢,,, mame
b=(1—-c—---—cp)ap+cra1 + -+ chay
=ag+c1(a — ag) + - - + @, — ao)
a tato formalni linearni kombinace znamena to, ze v afinni bazi (ag, vy, . . ., v,) méa bod
b soutadnice (1,cq,...,c,)".
Definice. Necht (aq,...,a,) je bodova baze (A, V,x). Bodovymi soutadnicemi bodu
b € A nazveme (n + 1)-tici skalart (co,c1,...,c,) takovou, ze ) . c;=1a

b=coag+ -+ a,c,.
Formalni zapis (10) se nékdy nazyva afinni kombinace bodl aq, ..., a,.

Poznamenejme, Ze v pfipadé (V,V,+) afinni kombinace predstavuji skuteény soucet
vektor.

Cviceni. Dokazte s vyuzitim predchozi véty a definic afinni a bodové béze, ze bodové
soufadnice jsou urceny jednoznacné.

Diusledek. Kazdy bod b v (A,V,x) lze jednoznacné vyjadrit jako afinni kombinaci
bodové baze.

Priklad 28. M¢jme trojici bodi a = (0,0,1), b = (0,1,0), ¢ = (1,0,0) v R3. Popiste
pomoci afinnich kombinaci vSechny body primky urcené body a a b, potom vSechny
body roviny urcené a, b a c. Specielné si uvédomte, jaké v téchto bodovych bazich maji

Vv

ktery tvori.

Cviceni. Necht (ag,ay,...,a,) je bodova baze afinniho prostoru (A, V,*). Ukazali
. v S —_— . ’ 7 v v /N
jsme, ze (ag, agai, . .., apa,) je afinni baze. Dokazte, ze téz
—
(az‘, aiQg; - - - Aidi—1; QiQi41; - - - aian)
je afinni baze pro i = 1,...,n. Jinak feceno, nezalezi na tom, ktery bod a které vektory

do afinni baze vybereme.

Priklad 29. Dosud jsme konstruovali pouze afinni kombinace bodu v obecné poloze.
Zkusme nyni uvazovat mnozinu libovolnych boda S = {as,...,ax} v (A, V, ). Necht
(c1,...,cx)" je n-tice skalarfl, pficemz > c¢; = 1. Pak b = cja; + - - - + cxa, je bodem
(A, V, %) a jedind odlisnost od afinni kombinace bodi v obecné poloze je v tom, Ze sou-
fadnicové vyjadieni bodu b vzhledem k mnoziné S nemusi byt jednoznacné. Skutecné,
ptridejme k bodtm z piikladu 28 jesté d = (1,1, —1), ktery lezi v roviné uréené a, b a
c. Uvédomte si, jaké souradnice ma bod d vzhledem k bodové bazi této roviny tvorené
(a,b,c) a promyslete si tvar bodovych ,soufadnic“ bodii v roviné uréené mnozinou

S ={a,b,c, d}.
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Definice. Necht S C A je libovolnd mnozina bodt afinniho prostoru (A, V, ). Mno-
Zinu
Af(S) = {Zciai;ci e K a; € S}

vSech kone¢nych afinnich kombinaci bodt1 z S nazveme afinni obal mnoziny S.

Cviceni. Dokazte, ze Af(S) je nejmensi afinni podprostor v (A, V, %), ktery obsahuje
mnozinu S. Uvédomte si predevsim, ze afinni obal bodu je dany bod samotny a ze
afinni obal £ bodt v obecné poloze méa dimenzi k — 1, viz téz priklad 27.

V ¢asti definujici afinni podprostor jsme ukézali, ze neprazdny prinik afinnich pod-
prostort je afinni podprostor. Pojem afinniho obalu umoznuje definovat dalsi operaci
s podprostory.

Definice. Necht (B, W, x|W) (C,U,x|U) jsou afinni podprostory v (A, V,x). Necht
Af,(S) oznacuje afinni obal mnoziny S vzhledem k akci x. Pfipoméiime, Ze soucet
W +U je definovéan jako linedrni obal Lin(W UU). Pak (Af,(BUC),W +U,x|W +U),
nazveme soucet afinnich podprostori (B, W, *|W) a (C, U, x|U). Stru¢né budeme soucet
zapisovat (B + C,W + U, x|W + U).

Cviceni. Promyslete si, jak vypada soucet afinnich podprostort, predevsim popiste
akci x|W 4 U. Dokazte, ze jde o afinni podprostor a urcete jeho dimenzi (uvédomte si
vlastnosti dimenze sou¢ti a priniki vektorovych podprostorii).

Podivejme se nyni na afinni obal mnoziny bodi trochu jinak. Z definice afinniho
obalu plyne, Ze s kazdou dvojici bodd patii do afinniho obalu i pifimka, kterda jimi
prochéazi. To pfipomind jinou dtlezitou geometrickou strukturu.

Definice. Necht (A, V, ) je afinni prostor a ay, ..., a; € A jsou libovolné body. Afinni

kombinaci cja; + ... crar nazveme konverni kombinaci bodi aq, ..., a, pokud plati
0<c¢ <lprokazdéi=1,... k.

Poznamenejme, Ze konvexni kombinace je téz afinni kombinaci, tedy plati > ¢; = 1.

Definice. Konvexni podmnoZina afinniho prostoru je takova jeho neprazdna podmno-
zina, do niz patii s kazdymi dvéma body i usecka, ktera je spojuje.

Cviceni. Pokuste se definovat pojem konvexniho obalu mnoziny bodi podobné, jako
je definovan afinni obal. Dokazte, Ze konvexni obal mnoziny S C A v (A4,V,*) je
nejmensi konvexni mnozina, ktera obsahuje S.

Cviceni. Procvic¢te pravé zavedené pojmy konvexni podmnozina, konvexni kombinace
a konvexni obal na obdobé prikladi 28 a 29.

Piiklad 30. Pomoci bodové baze a afinnich kombinaci 1ze preformulovat také definici
afinniho zobrazeni.

Necht (A,V,*) a (B, W, %) jsou afinni prostory, f : A — B afinni zobrazeni. Pak
plati podle definice, ze pro kazdé a € A a kazdé v € V je

flaxv) = f(a)* o(v),

kde ¢ : V — W je linearni zobrazeni.
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Necht je afinni kombinaci bodt ay, ..., a, tedy a = coag + - -+ + craj pro vhodna
Sy Cny > C = 1.
Pak plati

(aop * (c1@oar + -+ + Ckaoak))

ap) * ¢(01a0a1 + -+ Ckaoak)

f

(

f(ao) * (01¢(aoa1) +oeee Ckﬁb(mn
I

(1

ag) * (1 f(ag) flar) + - -+ + crflao) f(ar))
—c1— =) flao) +enflar) + - + e far),

kde posledni vyraz pfedstavuje afinni kombinaci v (B, W, x).
Tedy afinni zobrazeni zachovava afinni kombinace.

Cviceni. Dokazte naopak, ze kazdé zobrazeni, které zachovava afinni kombinace, je
afinni zobrazeni.

Dusledek. Afinni zobrazeni je prdvée takové zobrazeni mezi afinnimi prostory, které
zachovavd afinni kombinace bodii.

Poznamka. S vyuzitim tohoto dusledku lze definovat afinni zobrazeni jako zobrazeni
zachovavajici afinni kombinace. Podobné lze téz definovat konvexni zobrazeni jako zob-
razeni zachovavajici konvexni kombinace. Poznamenejme, Ze konvexni podmnoziny a
konvexni zobrazeni jsou dilezita predevsim v teorii minimalizaci a obecného matema-
tického programovani.

Piiklad 31. V piikladu 24 jsme popsali afinni grupu jakozto grupu vsech afinnich
automorfismi vektorového prostoru (V,V,+) se zvolenou afinni bazi. Zavedeme nyni
obdobnou grupu vsech afinnich automorfismi (V, V, +), ale se zvolenou bodovou bazi,
a nasledné ukazeme, ze jsou tyto dvé grupy isomorfni.

Necht tedy V' je vektorovy prostor nad polem K dimenze n a necht je v ném zvolena
libovolné bodova baze. Uvédomte si, Ze afinni automorfismus musi prevadét bodové
soufadnice na bodové soutradnice, tedy vSechny afinni automorfismy maji ¢tvercové
matice (n + 1) X (n + 1) hodnosti n takové, Ze soucet fadku je vektor J = (1,...,1).
Formalné 1ze tedy tuto grupu popsat napt. nasledovné:

G:{(CCO io);CEK”,COZ1—Jc,AEGL(n,K),A0:J—JA}

Nyni dokazeme, ze jde o grupu vzhledem k nésobeni matic a ze je tato grupa iso-
morfni A(n,K), a to tak, Ze vyuZijeme bijekce mezi afinnimi a bodovymi soufadnicemi
a ukdzeme, Ze G operuje na bodovych soufadnicich stejnym zptsobem jako A(n,K)
na afinnich souradnicich. Promyslete si peclivé, proc¢ je tato metoda diikazu korektni.

Méjme bod v € V' s afinnimi soufadnicemi (1, ¢y, ..., ¢,) vzhledem k pevné zvolené
afinni bazi (a,vy,...,v,) prostoru (V,V,+). Pak zfejmé bod v méa bodové soufadnice
(1—c;—-++—cp,c1,...,¢,) " vzhledem k bodové bazi (a,a+wvy,...,a+v,). Oznacme

c=(ci,...,c,) " a pisme bodové soufadnice symbolicky (1 —J-c,c)’.
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Méjme nyni libovolny prvek

(318 s
() ()= (o)

Nyni najdeme matici, jejimz nasobenim se z vektoru bodovych soufadnic (1 —7J ¢, ¢)

stane vektor (1 —J - (Ac+r), Ac+ ’I’)T.
Protoze prvni fadek takové matice lze ziskat odectenim sumy ostatnich radki od
vektoru J, staci se zaméfit na to, jak vypada zbylych n fadkt. Snadno nahlédneme, Ze

CE) () ot ey )

kde hvézdicky oznacuji prislusné dopocitané prvky. Je zfejmé, ze matici musime mirné
upravit na tvar

Pak ztejmeé

T

1-J-r|J-=J-(A+7r-0)
r ‘ A+r-J ’

Uvédomte si predevsim, co se déje se sloupcovymi vektory pii nasobeni vektorem .J
zleva a zprava a co se stane se ¢tvercovou matici pii nasobeni J zleva.

Nyni si uvédomte, co jsme zatim ukazali. Ke kazdym afinnimi soufadnicim v afinni
béazi (a,vs,...,v,) mame bodové souradnice v bodové béazi (a,a + v1,...,a + v,),
pricemz naopak k bodovym soufadnicim v této bazi snadno najdeme zpétné afinni
soufadnice. Tedy mame jednoznac¢nou korespondenci afinnich a bodovych souradnic

(i) . (1_01_0'”_%)'

Déle, ke kazdému prvku B € A(n,K) jsme nasli odpovidajici prvek grupy G, ktery
piisobi na bodovych soufadnicich (1 — Je,¢)' tak, %e vysledné soufadnice odpovidaji
ve vise uvedené jednoznacné korespondenci soufadnicim B - (1,¢)". Tedy jsme ziskali
jednoznacnou korespondenci mezi A(n,K) a G prostfednictvim

(10) <1—J-7"J—J-(A+7“-J))
r ‘ A r ‘ A+7r-J .

Tim jsme vSak ukézali, Ze G operuje na bodovych soufadnicich stejné, jako A(n,K)
na afinnich soutadnicich, tudiz vySe uvedena jednoznacna korespondence prvkt grup
A(n,K) a G urcuje grupovy isomorfismus.

Dodejme jesté, ze G také operuje na bodovych bazich, opét analogicky jako A(n,K)
na afinnich bazich.

Cviceni. Necht

€ A(2,R).

oy

Il
— | =
W = O
= DN O
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Urcete odpovidajici matici v G a ovéfte si vypoctem na ptikladech afinnich a bodovych
soufadnic n&kolika bodii (R?, R?, +), Ze rozumite piifazenim konstruovanym v minulém
prikladu.

CvicCeni. Necht ve (V,V,+) je zvolena afinni baze (a,vy,...,v,). Uvédomte si, jak
se zmeéni ditkkaz v prikladu 31, pokud budeme uvazovat souradnice vzhledem k jiné
bodové bézi, napt. (a + vy, ...,a + v,,a). Vyfeste pfedchozi cviceni vzhledem k této
bodové bazi.

Cviceni. Popiste, jak vypada akce G na mnoziné bodovych bazi. Vyuzijte priklad 25.

Poznamka. Pokud jste docetli az na toto misto, doporu¢ujeme vam zacit znovu.
S velkou pravdépodobnosti jste néco prehlédli nebo nepochopili.

KONEC
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