Letmy uvod k algebraickym strukturam
PRVNI PRACOVNI VERZE

Tento text na prikladech ukazuje vlastnosti zakladnich algebraickych struktur — grup, okruhai,
poli, vektorovijch prostoru a algeber. Zvlastni duraz je kladen na vysvétleni operaci v okruhu
matic. Nejde o ucebnici linearni algebry, takZe nektere dileZité pojmy jsou opomenuty nebo
nent dostatecné vysvétlen jejich vyznam.

1. MATICE A ALGEBRAICKE STRUKTURY
Definice. Matici typu k x | nad mnoZinou S rozumime zobrazeni
M:A{1,.. ..k} x{1,...,1} = S.

Rikdme té%, 7e matice M mé k tadkd a [ sloupcti. Hodnoté M(i,j) fikdme prvek
matice M v i-tém vadku a j-tém sloupci. Matice Casto zapisujeme prostfednictvim
obdélnikové tabulky s k fadky a [ sloupci. Poznamenejme, ze v tomto textu v rozporu
se zavedenym znacCenim (ale v souladu s logiku edice Letmy tvod) nebudeme prvky
matic znacit malymi pismeny.

Nyni ukdzeme, Ze mnoziny matic maji uréitou strukturu, aniz bychom ptesné defi-
novali, co se strukturou rozumi. Tento pojem vsak osvétlime na radé priklad.

V mnoziné piirozenych ¢isel N = {0, 1,. .. } 1ze prvky séitat a nasobit. To znamen4,
ze existuji dvé (binarni) operace, ¢imz rozumime zobrazeni

+:NxN-—=N
-:NxN— N.

PiSeme ale pro ptehlednost a + b namisto +(a,b) a podobné pro nasobeni.

Prikladem struktury je mnozina piirozenych ¢isel s témito dvéma (bindrnimi) ope-
racemi.

Odcitani ani déleni nejsou operacemi na N, protoze rozdil nebo podil dvou pfiroze-
nych ¢isel nemusi byt prirozené ¢islo.

Pokud chceme, aby odcitani byla operace, musime rozsitit ¢iselny obor, s nimz pra-
cujeme. Dostaneme celé ¢isla Z. Podobné se ndm ale nepodaii rozsitit prirozena cisla
na néjaky c¢iselny obor, aby bylo operaci i déleni — nulou délit nejde.

Sc¢itani v Z je operace, kterd ma tyto vlastnosti:

(1)  Va,b,ceZ:a+ (b+c)=(a+b)+c (asociativita)

(2) HVeZVacZ:0+a=a+0=a (

(3) VaeZIbeZ:a+b=0 (existence inverzniho prvku)
(4) Va,b€Z:a+b=b+a (

existence neutralniho prvku)

komutativita)

Definice. Rekneme, 7e mnozina S spolu s operaci % je grupa, pokud spliiuje vlastnosti
1-3, a komutativni grupa, pokud splnuje 1-4. Mnozinu S s operaci x zapisujeme dvojici

(S, ).



2

Priklad 1. Tedy s¢itani v Z je komutativni grupa. S¢itani v N vlastnosti komutativni
grupy neméa a nasobeni v N ani v Z také ne. PovSimnéte si ale, které z vlastnosti
komutativni grupy nasobeni v N a v Z splniuje: je asociativni, existuje neutralni prvek
a je komutativni. Kdybychom piidali zlomky a pracovali s racionalnimi ¢isly Q, stejné
nebude existovat inverzni prvek pro kazdé a € Q.

Nasobeni na Q — {0} je grupa.

Odéitani v Z neni grupa. Také déleni v Q neni grupa a ani v Q — {0} to neni grupa.

Mnozina Zs = {—1,0, 1} zbytkovych tfid po déleni 3 je komutativni grupa vzhledem
k operaci s¢itani definované tabulkou

1 0 1 -1
Mnozina Sy = {—1,1} C Z s nésobenim definovanym stejné jako v Z je komutativni
grupa. Povsimnéte si, ze Sy = Z3 — {0} — je to urc¢ita analogie s Q — {0}, kterd bude
pozdéji dilezita.
Nyni se pokusime definovat operace také na mnozinach matic. Oznac¢me
Maty(S) = {M: (1, k) x {1,...,0} —>S}

mnozinu vSech matic typu £ x [.
Pokusme se definovat s¢itani v Maty.;(S) ,,po slozkdch“ predpisem

(M + N)(i,j) = M(i,j) + N (i, ),

kde M, N € Maty(S), i =1,....k j=1,...,1.

Uvédomte si, ze tato definice nedava zadny smysl, protoze v obecné mnoziné S
neumime séitat. V Matyy;(N) jde ale o operaci.
Cviceni. Dokazte, ze je-li (G,+) grupa, je Matg;(G) s vyse definovanym s¢itdnim
také grupa, a je-li (G, +) komutativni, je i Matyy;(G) komutativni grupa.

Podobné jako s¢itani lze v Maty,;(N) definovat operaci nésobeni
Poznamka. Toto nasobeni nema velké vyuziti a to, ze jej zde uvadime, je matouci a
nepedagogické.
Cviceni. Rozhodnéte, zda (Mathl(Z), *), (Mathl(@), *) nebo (Mathl(Q—{O}), *)
jsou grupy, pripadné komutativni grupy.

Vratme se nyni k celym ¢islim. Nic ndm nebréni uvazovat operace s¢itani a naso-
beni soucasné. Vime, ze (Z,+) je komutativni grupa a (Z, -) nikoli. Plati vSak nékolik
vlastnosti, které svazuji tyto dvé binarni operace dohromady:

(5) Va,b,c€Z:a-(b+c)=a-b+a-c  (leva distributivita)

(6) Va,bc€Z:(a+b)-c=a-c+b-c  (prava distributivita)

Navic, jak jsme jiz podotkli vyse, je nasobeni v Z asociativni a komutativni a ma
neutralni prvek.
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Definice. Mnozina S s dvéma (bindrnimi) operacemi + a - se nazyva okruh, pokud
(S,+) je komutativni grupa, operace - je na S asociativni a mé neutralni prvek a
pokud + a - splnuji 5-6. Je-li navic - komutativni, mluvime o komutativnim okruhu.

Poznamka. Povsimnéte si, Zze + v okruhu je podle nasi definice komutativni vzdy.
Okruhy lze definovat obecnéji, ale v nasich ivahach to nebudeme potiebovat. Neko-
mutativni 4+ vede k takovym komplikacim, ze radéji volime méné obecnou definici.

Oznaceni. V pripadé, Ze nemuze byt pochyb o tom, které operace v grupach ¢i okru-
zich uvazujeme, budeme misto oznaceni grupy ¢i okruhu pouzivat pouze oznaceni
mnoziny bez operaci. Budeme se snazit oznacovat abstraktni mnoziny pismenem S
(set), grupy G a okruhy R (ring).

Neutralni prvek vzhledem k operaci + budeme oznacovat 0 a inverzni prvek vzhle-
dem k + budeme nazyvat opacny prvek. Neutralni prvek vzhledem k - budeme ozna-
c¢ovat 1. Tato konvence odpovida oznaceni prvki v ¢iselnych oborech, takze by neméla
byt prilis matouci. Rad€ji se zamyslete, zda vas v pfedchozim textu nemaétlo, Ze napf.
neutrdlnim prvkem v grupé (Q — {0}, ) byl prvek 1. Nazev inverzni prvek vyhradime
v okruzich pro inverzni prvek vici -.

Priklad 2. Piikladem okruht je (Z,+,-), (Q, +, ), nikoli (Q — {0}, +, -). Okruhem je
také (Zs, +, ), kde nasobeni je stejné jako v Z.

Mnozina ( Maty(N), +, *) okruhem nent, ale ( Matyy(Z), +, *) a ( Maty (Q), +, )
ano.

Dalsim piikladem okruhu jsou polynomy N[z|, Z[x] a Q[z] s koeficienty v mnoziné
prirozenych, resp. celych a raciondlnich ¢isel. Operacemi na polynomech jsou bézné
s¢itani a nasobeni polynom.

Ve vSech piikladech okruhii jde o komutativni okruhy. S podstatnym piikladem
nekomutativniho okruhu se setkdme v prikladu 25.

Povsimnéte si, ze nékteré okruhy se mirné lisi od jinych v tom, jak ,,dobré“ je v nich
nasobeni, resp. kolik prvki méa inverzi vzhledem k nasobeni.

Definice. Necht v komutativnim okruhu (R, +,-) je splnéna vlastnost
(7) VreRr#03scR:r-s=s5-1r=1 (vlastnost pole)
Pak (R, +,-) nazyvame pole.

Poznamka. Je-li vlastnost 7 splnéna v nekomutativnim okruhu, nazyvame jej téleso.
V dals$im textu se vSak budeme vénovat vyhradné polim, protoze teorie téles je znacné
komplikovana a neméa pro ucely tohoto textu valny vyznam.

Pr¥iklad 3. Piikladem pole je (Q, +, ) nebo (Zs, +, ). Zadny dalsi okruh z uvedenych
prikladt polem neni. Zamyslete se predevsim, pro¢ nespliuje vlastnost 7 mnozina matic
(Mathl((@), +, *) Toto je také patrné vhodné misto na to, abyste si pfipomnéli, jak
vypadaji prvky 0 a 1 v maticich a jaké jsou tam opacné a inverzni prvky.

Cviceni. Dokazte tvrzeni obsazena v predeslém prikladu.
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Cviceni. Necht v (R, +,-) plati silnéjsi vlastnost nez 7:
Vre Rdscr:r-s=s-r=1.

Dokazte, ze pak R = {1} je tzv. trividlni okruh, ktery neni ptili§ zajimavy. To znamen4,
ze vlastnost 7 neni ,slaba“ a definice pole je ,rozumna‘“.

Poznamka. Pole pro nas budou dilezitd pozdéji. Slusi se také vysvétlit, pro¢ neu-
vadime jako priklady poli dalsi ¢iselné obory, redlnd a komplexni cisla. Divodem je
to, ze z hlediska linearni algebry nepfinési tyto mnoziny nic podstatné odliSného od
mnoziny racionalnich ¢isel. Divodem dalsiho rozsifovéani ¢iselného oboru je bud snaha
o metrickou uplnost, nebo o pridani kofent polynomi vyssiho fadu, coz pro ucely
tohoto textu nema zadny vyznam.

Grupy a okruhy predstavovaly struktury s (bindrnimi) operacemi. Nyni se budeme
vénovat strukturam zcela odlisnym.

Uvédomte si, Ze pro a € Z a polynom p € Q[zx] ma smysl uvazovat polynom s
racionalnimi koeficienty a - p, ¢imz rozumime pro p = b,x™ + ... bix + by polynom
a-p=(a-b)x"+---+(a-b)x+ (a-by).

Toto nasobeni ale neni v zddném piipadé binarni operace, nebot michdme prvky dvou
riznych mnozin. Formalné toto nasobeni predstavuje zobrazeni, které pro vétsi pre-
hlednost oznacime jinym symbolem

© : Z x Q[z] — Qlx].
Povsimnéte si, ze toto zobrazeni spliuje
(8) VpeQz]:10p=p (vlastnost jednotky)
9) Va,be ZVp € Qz] :a @ (b®p) =(a-b) ®p  (vnéjsi asociativita)
Povsimnéte si vlastnosti 8. Zde 1 chapeme jako prvek Z a nikoli jako polynom

nulového stupné z Q|x].

Poznamka. Necht G je libovolné grupa a S libovolna mnozina. Pak zobrazeni Gx S —
S splnujici 8 a 9 nazyvame akce grupy G na mnoziné S. Akcim grup je z podstatné
casti vénovan Letmy uvod k afinnim prostorim, takze je nebudeme rozebirat prilis
podrobné.

V nasem piipadé jsou vSak Z a Q[z] okruhy a diky tomu mé akce ® dalsi vyznamné
vlastnosti:

(10) Ya € ZVp,q € Qlz]:a® (p+q¢) =a©@p+a©®q (levad vnéjsi distributivita)
(11) Va,beZ¥peQz]: (a+b)Op=a©p+bep (prava vngjsi distributivita)
Cviceni. Pokuste se pochopit, kterd operace + je na kterém misté ve vlastnostech
8-11 pouzita. V dalsim textu budeme uz opét pro jednoduchost oznacovat akci ©®

symbolem bézného nasobeni, takze si dobfe rozmyslete vlastnost 9, kde vystupuji oba
tyto symboly.
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Poznamka. Povsimnéte si, Ze vlastnosti 8-11 nevyuzivaji toho, ze Q[z] je okruh.
Ve skutecnosti bychom tak méli mluvit o vlastnosti 9 jako o levé vnéjsi asociativité,
pfi¢emz prava vnéjsi asociativita by vyuzivala ndsobeni v Q[z]. Vlastnosti formulované
vyse vSak uzijeme v nasledujici definici.

Definice. Necht (R, +,-) je libovolny okruh a (G,+) komutativni grupa. Necht je
definovana akce ® : R x G — G spliyjici vlastnosti 8-11. Pak fekneme, ze G je modul
nad R, prvky R nazyvame skaldry a akci ® nazveme vnéjsi ndsobeni nebo téz ndsobeni
skaldrem.

Piiklad 4. Také Z[x] je modul nad Z, ale Z[z] neni modul nad Q. PovSimnéte si, ze
také Q je modul nad Z a Z je modul nad Z. To je ptfikladem hned dvou dtlezitych
fakti.

Predné, kazdy okruh (R, +,-) je modulem nad (R,+,-), pficemz vné&jsi nasobeni
splyne s nasobenim -.

Méné evidentni je druhé tvrzeni: Kazda komutativni grupa (G, +) je modul nad Z,
pri¢emz operace ® : Z X G — G je definovana nésledovné. Necht g € G je libovolné a
a € Z je kladné cislo, pak

aOg=gtg+ty,

kde g secteme a-krat. Necht a = 0, pak polozme a ® g = 0 € G. Necht kone¢né a je
zaporné, pak
a©g=(=g9)+(=g9)+ - +(=9),
kde —g oznacuje inverzni prvek k g a s¢itdme (—a)-krat.
Je pritom samoziejmé, ze kazdy modul nad Z je zaroven komutativni grupou, tedy
mezi komutativnimi grupami a moduly nad Z neni zadny rozdil.

Cviceni. Uvazte priklady raznych okruhtu a grup, s nimiz jsme se jiz setkali, a po-
kuste se rozhodnout, zda jsou nékteré z nich modulem nad nékterymi z téchto okruh.
Ptredevsim si vsimejte maticovych okruhii a grup.

Priklad 5. Oznacme symbolem Q[z], mnozinu vSech polynomu stupné nejvyse n,
tedy
Qlz], = {anz™ + -+ + a2 + ag; ay, ..., a9 € Q}.

Tato mnozina je zfejmé komutativni grupou vzhledem k operaci sc¢itani. Je to tedy
modul nad Z. Je to ovSem také modul nad Q. Na Q[z],, 1ze definovat nasobeni podobné
jako v ptipadé zbytkovych t¥id Z,, ale tim se zabyvat nebudeme. Pro nase ucely jde o
vhodny pfiklad modulu nad Q.

CvicCeni. Necht (R,+,-) je okruh, (G,+) komutativni grupa a © : R x G — G
definovano pro kazdé r € R a kazdé g € G predpisem r © g = g. Mize byt G modulem
nad R vzhledem k tomuto vnéjsimu nasobeni?

Priklad 6. PovSimnéme si nyni rozdilu mezi moduly nad Z a moduly nad Q. Vime jiz,
ze Q je modul nad Z i nad Q. Chapejme nyni QQ jako modul nad Q a zvolme libovolné
nenulovy skaldr p € Q a prvek g € Q. Pak ziejmé existuje skalar p~! € Q tak, Ze

1

a=@ " p)a=p" (p-q).
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Nyni ale chapejme Q jako modul nad Z a zvolme libovolny nenulovy skalar a € Z.
Pak ale

g=(a""a)-g=a" (aq)
jen v téch pripadech, kdy existuje inverzni prvek k a, tedy pouze tehdy, je-li a = £1.

Definice. Modul nad polem nazyvame vektorovy prostor. Prvky vektorového prostoru
nazyvame vektory.

Oznaceni. Abstraktni pole budeme oznacovat symbolem K a budeme mluvit o vek-
torovych prostorech nad polem K.

Poznamka. Vektorové prostory jsou zékladnim pojmem linedrni algebry. Prostor,
ktery jim vénujeme v tomto textu, pochopitelné neni dostatecny. Doporucujeme proto
dikladné studium tohoto pojmu v nékteré z ucebnic, napt. [H] nebo [S].

Priklad 7. Grupy Q, Q[z] a Q[z], jsou vektorovymi prostory nad polem Q. Grupa
matic Matyy;(Q) je vektorovy prostor nad Q. Obecné kazdé pole je vektorovym pro-
storem nad sebou samym. Mnozina {0} je vektorovy prostor nad kazdym polem.

Pojem vektorového prostoru se mtize na prvni pohled zdat ponékud zbytecnym.
Oproti modultim nad obecnym okruhem vSak mame moznost formulovat nékteré di-
lezité pojmy.

Definice. Rekneme, Ze mnozina vektortt S C V je linedrné nezdvisld, pokud pro kaz-
dou jeji koneénou podmnozina {vy, ..., v} C S a kazdou mnozinu skalart {ay, ..., ax}
plati, ze

ap v+ +ag v =0 - ay =---=ap=0.
Rekneme, Ze mnozina je linedrné zdvisld, pokud neni linedrné nezavisla.

Piiklad 8. Mnozina {0} C V je vzdy linearné zavisla, obecnéji kazda mnozina vektora
obsahujici nulovy vektor je linearné zavisla. Jednoprvkova mnozina {v}, kde v € V' je
nenulovy vektor, je vzdy linearné nezavisla.

Priklad 9. Oznacme Zg = {0,1,...,5} a definujme s¢itani a ndsobeni na Zg nasle-
dovné: necht pro a,b € Zg je a + b rovno zbytku po déleni 6 ze souctu a + b v N,
podobné necht a - b je rovno zbytku po déleni 6 ze souc¢inu a - b v N. Takto je napf.
4+ 3 =1nebo 2-5 = 4. Lze snadno ukazat, ze (Zg, +, -) je okruh. Z piikladu 4 vime,
ze kazdy okruh je modulem sam nad sebou. Pfitom Zg neni pole, nebof jen 1 a 5 mé
v Zg inverzi. Tedy Zg neni vektorovy prostor nad Zg.

Srovnejte to se Zg, které je vektorovym prostorem nad Zs. (Lze ukézat, ze Z, je
pole pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.)

Uvazme nyni mnozinu {2} C Zg. Protoze 3 -2 = 0, vidime, Ze na rozdil od vektoro-
vych prostorii miize byt jeden prvek modulu linearné zavisly. Tedy v modulech nemusi
mit pojem linedrni nezavislosti smysl.

Piiklad 10. Ve skutec¢nosti byl hlavni problém predchoziho prikladu v tom, ze v Zg
existuji tzv. délitelé nuly, tedy nenulové prvky, které lze vynasobit vhodnym nenulovym
prvkem tak, ze vysledkem je nula. Uvédomte si, ze napt. v Z délitelé nuly nejsou.
Okruhu bez déliteld nuly fikame obor integrity. V modulech nad oborem integrity ma
linearni zavislost a nezavislost smysl, nicméné zahy dospéjeme k dalsimu pojmu, ktery
ukaze, pro¢ je vyhodnéjsi pracovat s vektorovymi prostory.
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Definice. Necht V' je vektorovy prostor nad K a vq,...,v; € V. Necht ay,...,a; € K.
Vyraz tvaru

ay v+ Fag - v
nazveme linedrni kombinaci vektori vy, . .., vg.

Poznamka. Plati zfejmé 0 - v; + -+ + 0 - vy = 0 pro libovolné vektory vy, ..., vg.
Linearni kombinaci s nulovymi skalary tikame trivialne linedrni kombinace. To tedy
znamena, ze vektory vy, ..., v jsou linedrné nezavislé pravée tehdy, je-li kazda jejich
netrivialni linedrni kombinace rizna od nuly.

Poznamka. Linearni kombinace jsou jen kone¢né soucty. To plyne z toho, ze operace
souctu vice vektori je vlastné definovana pomoci indukce, tedy pro vq,...,v, € V
musime chapat vy +- - -+wv, jako v1+(ve+ (- - -+ (v,—1+vy) . .. ), pFiemz na uzavorkovani
nezalezi, nebot sc¢itani je asociativni. Jinak feceno, diky tomu, Ze umime secist dva
vektory, umime jich sec¢ist konec¢né mnoho.

Protoze casto pracujeme s nekone¢nymi mnozinami, nabizi se chybna predstava, ze
i operace mohou byt nekonecnékrat opakovany. Uz v nejjednodussim prikladu vek-
torového prostoru Q nad @Q dobfe vime, Ze nekonecny soucet racionalnich ¢isel neni
racionalni ¢islo, ale néjaka podivna nekonecna fada.

Promyslete si, zda podobnou chybu nedélate pri praci s libovolnymi operacemi, nejen
s linedrnimi kombinacemi ve vektorovém prostoru.

Priklad 11. Nechf vy,...,vp € V jsou linedrné zavislé. Pak lze néktery z vektort
vy, ...,V vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich. Skutecné, je-li

ap v+ +ag v =0
pro vhodné skalary a a; # 0 pro nékteré ¢ = 1,... k, pak
vi=a; " (an v b ey Ve Qi U+ ag ).

Uvédomte si, Ze ne kazdy vektor v; lze takto vyjadrit, nebot je-li pfislusny skalar a;
roven nule, neexistuje k nému inverzni prvek.
Rozmyslete si peclivé situaci, kdy je jediny skalar v linearni kombinaci nenulovy.

Piiklad 12. Povsimnéte si, ze toto tvrzeni neplati v modulech nad obory integrity,
protoze ne kazdy nenulovy prvek oboru integrity ma inverzni prvek. Necht Z je vek-
torovy prostor nad Z. Pak 2 a 3 jsou linearné zavislé, protoze —3-2+2-3 =0, ale 3
nelze vyjadiit jako linearni kombinaci 2 a naopak. (Line4drni kombinace jednoho vek-
toru je jeho skalarni nasobek.) Pokud ale budeme 2 a 3 chapat jako prvky vektorového
prostoru Q nad polem Q, lze 2 vyjadfit snadno jako 2 = 2/3-3 a podobné 3 = 3/2- 2.
Pokud ale chapeme 2 a 3 jako prvky modulu Q nad okruhem Z, jsme ve stejné situaci,
jako by slo o prvky Z.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad K a S C V' libovolnéd podmnozina. Line-
arnim obalem mmnoZiny S nazveme mnozinu
Lin(S)={a;-v1+ - +ap - vk €Nyag,...,ap € Kjvy, ..., 0 € S},

je-li S # 0, linedrni obal prazdné mnoziny Lin(0)) klademe roven {0}. Mnozinu S
nazyvame mnozinou generdtory prostoru V', pokud Lin(S) = V.
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Priklad 13. Povsimnéte si predevsim, Ze kazdy vektorovy prostor je mnozinou gene-
ratort sebe sama.

Definice. Linearné nezavisla mnozina generatort se nazyva bdze.

Poznamka. PovS§imnéte si, ze mnozinou generatori vektorového prostoru {0} je prazdna
mnozina. Ta je jisté linedrné nezévisla, tedy je to baze {0}.

Priklad 14. Pojem linearniho obalu mé smysl i pro moduly. Uvazme Z jako modul
nad Z. Mnozina {2,3} je mnozinou generatort. Jinym piikladem je mnoZina {1}.
Zatimco {1} je linedrné nezavisld mnozina (a tedy ,baze“ v Z), mnozina {2,3} je
linearné zavisla.

Véta. Je-li mnoZina generdtori vektorového prostoru V- konecnd, lze z ni vybrat bdzi.

Diikaz. Diikaz provedeme indukei vzhledem k poétu generatort. Vektorovy prostor {0}
ma prazdnou bazi. V prikladu 8 jsme vidéli, Ze jednoprvkova mnozina generatori je
linearné nezavisla, tedy baze.

Necht véta plati pro k — 1 generatort a necht V' = Lin({vy,...,vx}). Pokud jsou
generatory linedrné nezavislé, jsme hotovi, pokud ne, 1ze podle prikladu 11 néktery
generator, feknéme vy, vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich.

Pak ale V' = Lin({wy, ..., v}) a podle indukéniho pfedpokladu lze vybrat bazi. O

Poznamka. Povsimnéte si, ze tvrzeni plati pouze pro kone¢nou mnozinu generator.
Kdyby toto omezeni v predpokladech véty nebylo, slo by vybrat bazi ze vsech prvku
vektorového prostoru vzhledem k ptikladu 13. Véta tedy netika, ze ma kazdy vekto-
rovy prostor bazi. Ve skutecnosti je existence baze nekonecnérozmérného vektorového
prostoru ekvivalentni s axiomem vybéru.

Priklad 15. Vratme se k pfikladu 14. Z mnozZiny {2, 3} nelze vybrat bézi, protoze ani
2, ani 3 negeneruji celé Z (napriklad jimi nelze vygenerovat prvek 1).

Priklad 16. Chapejme Q jako vektorovy prostor nad Q. Pak je kazda jednoprvkova
mnozina {q € Q; g # 0} baze v Q. Obecnéji, chdpeme-li pole K jako vektorovy prostor
nad K, je mnozina {k € K; k # 0} jeho bazi.
Mnozina {1,z,22,...,2", ...} je bazi v Q[z], podobné {1,z, ..., 2"} je bazi v Q[z],.
Necht O; ; oznacuje matici typu k x [ definovanou predpisem

lprop=i,qg=7
Oi AV ) =
4P 9) {0 jinak
Pak mnozZina {Oi,j; i=1,...,k j=1,... ,l} je bazi v Maty; (K).
Cviceni. Dokazte vSechna tvrzeni z predeslého prikladu.
Priklad 17. Piiklad 11 lze nahlédnout jesté z jiné strany. Necht {vy,..., v} C V
je linedrné nezavislda mnozina a u € Lin({vy, ..., v;}). Pak mnozina {u,vy,..., v} je
linedrné zavisla, nebot
U=ay v+ -+ ag- Vg
pro vhodné skalary a tedy
(_1).u+a/1.ful+...+ak.vk:0.
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Necht nyni specielné {vq,...,v,} CV je baze a u € V libovolny vektor. Protoze baze
generuje V', plati u € Lin({vy,...,v,}). To ale znamend, ze u je linedrni kombinaci
vektort baze, tedy

U=ay v+ +ap,- v,

Je toto vyjadieni jednoznacné? Kdyby existovaly skalary by, ...,b, € K tak, ze
u="by v+ -+ b, vy,

pak by platilo

ap-vi+ctan v, — (bt 4 by v,) = (ag —b1) v+ + (@, — by) v, =0,

protoze jsou ale vektory vi,...,v, linedrné nezavislé, znamena to, ze a; = b; pro
1=1,...,n.

2. VEKTOROVE PROSTORY A MATICE PRECHODU

Oznaceni. 7Z praktickych diavodi budeme nadéle pracovat nikoli s bazemi jako mno-
zinami, ale jako s usporadanymi n-ticemi, coz se obc¢as nazyva usporadané bdze. My
nicméné budeme fikat pouze baze a budeme velmi volné nakladat s tim, kdy myslime
bazi usporadanou a kdy neusporadanou mnozinu a nechame na ¢tenaii, aby rozdil vy-
rozumél z kontextu. Baze budeme zapisovat jako fadky a oznacovat malymi pismeny
fecké abecedy.

Definice. Necht o = (vy,...,v,) je badze V nad K a u € V libovolny vektor. Pak
podle prikladu 17 existuji jednoznac¢né urcené skalary aq,...,a, € K tak, ze

U=a1 -V + -+ ay - Uy

Tyto skalary budeme nazyvat souradnice vektoru u vzhledem k bdzi o a zapisovat jako
sloupec

a1
(W)a =
an
Priklad 18. Povsimnéte si predevsim, Ze pro kazdou bazi o = (vy,...,v,) ve V plati

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
(Ul)a = . s ('UQ)Oc = . s o (Un—l)a - . s (Un)a - .
0 0 1 0
0 0 0 1

Piiklad 19. M&jme dvé béaze, napt. a = (1,z,2%,...,2") a f = (1,1 + 2,1+ x +
22, 1+z+- - -+2") v Q[x],. Uvédomte si, Ze podle piikladu 17 1ze kazdy vektor baze
[ jednoznac¢né vyjadrit jako linearni kombinace vektorti z v a také naopak. Presvédcte
se o tom a soufadnice jednotlivych bazovych vektort vypoctéte.

Uvazme bézi v = (1+z,x+2% 22+ 23, ... 2" +2"). Jako cvideni vyjadiete kazdy
z vektord v v souradnicich vzhledem k a a 3. Jde to i naopak?
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Neméli byste byt prekvapeni, Ze nikoli. Vektor 1 totiz neni v Lin(7), tedy v neni
béaze. PovS§imnéte si predevsim, Ze zatimco « a (3 jsou (n + 1)-tice vektori, je ~y jen
n-tice. Znamena to tedy, ze baze musi mit stejny pocet prvka?

Lemma. Necht o = (vy,...,v,) je baze V nad K au # 0 libovolng vektor. Pak existuje
i=1,...,n takové, Ze (u,vy,...,Vi_1,Vit1,...,0y,) je bdze V.

Diikaz. Protoze a je béaze, plati u € Lin(«), presnéji
U=0a1 V1 + -+ Q- VUp.

Necht a; # 0, pak

(12) vi=a; (U —ay -V — = Qi1 Vil — Qig1 - Vigl — Gy - Up).

Necht w € V je libovolny vektor. Dosadime do linearni kombinace
w=0by v+ +by-v,

za v; vyjadreni 12. Tim jsme ale vyjadrili vektor w jako linearni kombinaci mnoziny

{u,v1, ..., 021, Vip1, ., U}, tedy {u,v1, .o, V21, Vi, .., U, generuje V.
Kdyby nyni byla {u,v1,...,v;_1,0i41,...,0,} linedrné zavisla mnozina, znamenalo

by to, ze u € Lin(a — {v;}). Vzhledem k 12 by ale pak také v; € Lin(a — {v;}) a a by
nebyla baze, coz neni mozné.
Tedy (u,v1,...,0;_1,Vi41,.-.,0,) je baze V. O

Véta (Steinitz). Necht o = (vy,...,v,) je baze V nad K a {uy,...,ux} je linedrné
nezavisla mnozina vektori. Pak k < n a mezi vektory baze existuje takovd (n — k)-tice
Vigs ooy Ui oy 20 (Upy ooy U, Vg y o0 ) J€ bdze V.

Diikaz. Dtikaz provedeme indukci vzhledem ke k s vyuzitim predeslého lemmatu, které
predstavuje prvni krok.

Nechf k& < n a véta plati pro k — 1, tedy plati, Ze (u1,..., Up—1,iy, .., Vi, ,,,) j€
baze V. Pak ale

Up = Q1 - U+ Q-1 " Ug—1 T Ak - Vi + o+ A - Vi

Kdyby a; = 0 pro j > k, znamenalo by to, Ze mnozina {uy,...,u;} neni linedrné
nezavisla, protoze

ap-up+ -+ ap_1 - up_1+ (1) - u, =0,

To ale odporuje predpokladiim, tedy nékteré a; pro j > k je nenulové. Nyni miiZzeme

stejné jako v lemmatu nahradit v;;,_, vektorem u a dostaneme bazi.
Zbyva ukazat, ze k nemize byt vétsi nez n. Vzhledem k tomu, Ze v n-tém indukénim
kroku obdrzime bazi (uq, . .., u,), musela by byt mnozina {uy, ..., ux} linedrné zavisla.
O

Disledek. Md-li vektorovy prostor konecnou bazi, maji vSechny jeho bdze stejny pocet
proki.

Definice. Necht V je vektorovy prostor. Mohutnost baze nazveme dimenzi vektorového
prostoru V.
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Poznamka. V definici baze stoji proti sobé dva principy. Baze je mnozina generatori,
ale zaroven je linedrné nezavisld. Generatorti musi byt ,dost“, linearné nezavislych
vektort nesmi byt ,,zbytecné mnoho*. Baze je minimalni mnozina generatort a zaroven
maximalni linedrné nezévisld mnozina.

Priklad 20. Nyni se vratme k definici soufadnic a k zapisu bazi a soufadnic do radki
a sloupct. Necht ve vektorovém prostoru V' nad polem K je baze oo = (vy,...,v,) a
necht u € V je vektor se soufadnicemi

a1

(U)o =

Qn,
To znamena, ze
U=ay V+-+ Q- Uy
Tuto linearni kombinaci budeme symbolicky zapisovat
(13) u=a-(u),

a chapat - jako urcitou operaci. V striktné algebraickém smyslu to operace neni, neni
to ani akce nebo néco podobného.

Povsimnéte si zejména, ze pomoci zapisu 13 lze prepsat linearni nezavislost vektort
baze a formalné vyrazem

(14) Ve € Mat,x1(K) :a-c=0 = ¢=0.

Podivejme se na ,,nasobeni“ v 13 blize. Zde je situace komplikovana tim, ze michame
dohromady rtizné véci — vektory a skalary. Zkoumejme proto jednodussi situaci. Necht
R je libovolny okruh. Maticim Mat;,(R) fikejme n-ridky a maticim Mat,«;(R) po-
dobné n-sloupce. Necht M je n-fadek a N je n-sloupec, definujme jejich soucin jako
a € R,

n

a=>» (M(1,i)-N(i1)).

i=1

Soucin n-fadku s n-sloupcem je tedy zobrazeni
-+ Matyx,(R) X Mat, «1(R) — R.

Poznamka. Nyni se nabizi otazka, pro¢ radéji nepsat baze i soufadnice oboje do
radkt (¢i sloupct) a nedefinovat soudin pro dva stejné dlouhé Fadky ¢i dva stejné
dlouhé sloupce. Odpovéd bude pochopitelnd po uréitém zobecnéni soucinu Fadkl se
sloupci. Dalsi vtirava otazka, pro¢ nepsat naopak soutfadnice do rfadkt a matice do
sloupcti, bude vysvétlena o néco pozdéji.
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Priklad 21. PovS§imnéme si nyni dvou bazi, napt. bazi « a § v Q[z],, z ptikladu 19.
Vezmeéme si po fadé soufadnice vektord z o vzhledem k bazi (3, tedy

1 —1 0 0

0 1 —1 0

0 0 1 :
M=ol @s=]0 | =19, , (2")p = 0
: -1

0 0 0 1

Pokud postupné aplikujeme na bazi  a jednotlivé sloupce soucin 13, dostaneme vek-
tory baze a.

Sestavme nyni z téchto sloupcii ¢tvercovou matici a definujme dalsi soucin, opét
obecné pro matice nad okruhem R. Necht M je n-fddek a N € Mat,,(R), jejich
sou¢inem nazveme n-iadek P spliujici pro kazdé ¢ = 1,...,n vztah

P(1,i) = M - N(—,i).

Symbolem N (—, ) zde myslime i-ty sloupec N a sou¢in na pravé strané rovnosti je tedy
soucin n-fadku s n-sloupcem. Poznamenejme, Ze podobné budeme symbolem X (i, —)
oznacCovat i-ty fadek matice X, podtrzitko zde znamena prazdné misto, do néhoz lze
dosazovat, tedy formalné je

N(—,i):{1,...,n} — R, <N(—,i)>(j) = N(j,9).

Povsimnéte si, ze soucin n-fadku s matici n X n odpovida tomu, jak jsme vyjadrili bazi
« 7 baze #. Tam jsme vlastné nasobili takto:

azﬁ.((l)g\(m)ﬁ"“ ‘(ng)’

pricemz symbolem vpravo rozumime matici n X n vzniklou tak, Ze sloupce napiSeme
vedle sebe, tedy

(W @] @ )= = @)
Pov§imnéme si nyni velmi dilezité véci. Necht u € Q|z],,. Pak

(15) u=a- = (8- (W @s - |@5)) - (W

Definujme dal$i soucin, velmi podobny jako predesly. Necht M je matice n x n a N je
n-sloupec. Jejich sou¢inem nazveme n-sloupec P spliujici prot=1,...,n

P(i,1) = M(i,—) - N.
Pak 1ze vyraz 15 prepsat jako
w=a o=+ (W@ oe [ @) -0 )
a vzhledem k jednoznacnosti souradnic vzhledem k dané bazi to znamena, ze

s = (M| @s] - [ @) (@
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Poznamka. Poznamenejme, ze jsme v predchozim piikladu nékolikrat aplikovali nové
definované souciny v situacich, kdy fadkem nebyl n-fadek, ale uspordadana baze. V
téchto pripadech jsme vSak k soucinu pristupovali jako k vyrazu 13.

Definice. Necht a = (vy,...,v,) a 3 jsou baze ve vektorovém prostoru V. Ctvercovou
matici (id) g, spliujici
(id) ga(—,7) = (vi)s,

(id)ga = ( (v1)s | (v2)s |- | (vn)s )

nazyvame matice prechodu od bdze o k bazi (3.

tedy

Poznamka. Uvédomte si, Ze vzhledem k jednoznac¢nosti souradnic je také matice pre-
chodu urcena jednoznac¢né. Oznaceni matice prechodu bude jasné pozdéji, povsSimnéte
si obraceného potadi bazi v indexu (id)gq.

Priklad 22. Nyni ukéZeme motivaci pro definovani dalsiho souc¢inu. Necht a, 5 a «
jsou tii baze ve V. Novy soucin bude definovan tak, ze matice pfechodu od o ke
bude souc¢inem matice pfechodu od ke v s matici prechodu od «a k (.

Necht tedy M a N jsou matice n x n. Jejich soud¢inem nazveme matici P typu n x n
splnujici proi =1,...,naj=1,...,n vztah

P(Z7]> = M(ia _) ’ N(_’j)’
tedy v i-tém fadku a j-tém sloupci soucinu je soucin i-tého radku M s j-tym sloupcem

matice V.
Vratme se k motivaci. Vime, ze pro kazdé u € V je

w=a(We="7"({d) (.
Zaroven ale

u=a-(u)e =73 (1d)ga(u)e =7 (id)ys - (id)ga - (0)a
Protoze matice prechodu je dana jednoznacné, musi platit
(id)va = (id)vﬁ - (id) ga-
Soucin na pravé strané je pak praveé soucin ¢tvercovych matic definovany vyse.

Poznamka. Uvédomte si, Ze soucin ¢tvercovych matic je operace z algebraického
hlediska, nebot je to zobrazeni

: Mat, xn(R) X Mat,«,(R) — Mat,x,(R).

Priklad 23. Soucin matic n X n je asociativni operace, nebot pro kazdé M, N, P €
Mat,xn(R) je

(M- N) - P)G.j) = (M N)(i, =) - P(=,j) = M(i, =) - N - P(=,j)

(M- (N-P)).j) = M(i, =) - (V- P)(=.j) = M(i,=) - N - P(~, )

Ujistéte se, Ze dobfe rozumite vyse uvedenému zapisu. Uvédomte si také, Ze ze zapisu
) )
plyne, ze -ty fadek soucinu matic M a N je soucinem i-tého fadku M s matici N.
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Promyslete si, jak tento fakt plyne z definice ndsobeni n-fadku matici n x n (viz
ptiklad 21). Déle si rozmyslete podobny fakt pro sloupce.

Poznamka. V poznamce k piikladu 20 jsme se zamysleli nad tim, pro¢ nedefinovat
soucin n-fadku s n-fadkem ¢i naopak n-sloupce s n-sloupcem. Nyni, kdyz znate soucin
¢tvercovych matic, se mizete zamyslet, s jakymi obtizemi by se definoval sou¢in ma-
tic, pokud bychom chtéli vyjit napf. od soucinu n-radkti. Uvazme takovy soucin ,po
fadcich”. Predevsim vibec neni jasné, ktery prvek ve vysledné matici kam psat, na
rozdil od soucinu, ktery jsme definovali my. Pfipustme ale, Ze bychom zavedli néjakou
konvenci, napt. takovou, ze v i-tém fadku a j-tém sloupci soucinu je soucin ¢-tého
radku s j-tym radkem, tedy napf. u matic 2 X 2 dostaneme

a b e f\ _ [ae+bf ag+bh
c d) \g h) \ce+df cg+dn)"

Takovy soucin ale nebude asociativni! Vyzkousejte

a b\ (e [\ (it J
c d g h ko1
a okamzité vidite, ze v prvnim fadku prvnim sloupci vysledné matice je pfi jednom
uzavorkovani aei + bfi + agj + bhj a pti druhém aei + afj + bek + bfl.
Promyslete si dobie, ze asociativitu neziskate ani pfi jiné konvenci usporadani prvki.

Formalni diikkaz tohoto tvrzeni by byl zdlouhavy a nebudeme jej uvadeét.
Cviceni. Ovérte, Zze matice F,, typu n X n definovana predpisem
o lproi=3y
En(i,7) = { .
0 jinak,
je jednotkovym prvkem vzhledem k nasobeni matic n X n.
Poznamka. 7 piikladu 18 plyne, ze pro kazdou bazi « ve vektorovém prostoru V'
dimenze n je (id)pa = En.

Priklad 24. Vratme se na chvili k nasobeni fadkt sloupci. Nasobeni n-fadku n-
sloupcem je zleva i zprava distributivni operace, coz plyne primo z distributivity na-
sobeni v R. Pfesnéji, pro libovolné M, N € Mat.,(R) a P,Q € Mat, 1 (R) plati

M- (P+Q)= zn:M(l,z’) - (P(i,1) + Q(3,1))

:Z(M(l,i)-P(z’,l)+M(1,i)-Q(z’,1)) =M-P+M-Q
a podobné
(M+N)-P= zn: (M(1,4) + N(1,7)) - P(i,1)

=1

:Xn:(M(l,i).P(i,l)+N(17i).p(i’m _M-PLN.P

=1
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Predevsim z toho plyne, Ze pro libovolnou linedrni kombinaci vektort vy,..., v € V
a libovolnou bazi a ve V' plati

(Cl'Ul‘l'""FCk;‘Uk)a:Cl'(U)1+"'+0k'(U)k-

Necht nyni A, B, C' € Mat,,,(R). Protoze souéin ¢tvercovych matic je definovan tak,
ze v i-tém radku a j-tém sloupci matice A - B je souc¢in i-tého sloupce A s j-tym
sloupcem B, plyne z distributivity nasobeni radki sloupci také

A (B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C.

Dusledek. Z uwvah v predchozich dvou prikladech a z predchoziho cvicent vyplyvd, Ze
(Mat,xn(R),+, ) tvori okruh, pricemz nulovd matice 0,, je nulovy prvek a jednotkovd
matice E, je jednotkovy prvek.

Poznamka. Zdiraznéme, Ze tento okruh je podstatné vyznamnéjsi nez vyse uvedeny
okruh (Mat,«,(R),+, *) s ndsobenim po slozkéch, jehoz zavedeni nemélo jiny smysl
nez ilustrovat na ptikladech pojem okruhu.

Priklad 25. Nechf V je vektorovy prostor nad polem K dimenze n Necht «, 3 jsou
libovolné baze. Pak vzhledem k piikladu 18 a z jednoznacnosti matice pfechodu plyne

(id)ga - (id)ap = (id)gs = En
a tedy (id)g, je inverzni prvek k (id),s vzhledem k nasobeni matic. Specielné to zna-
mena, ze kazda matice pfechodu ma inverzni prvek.

Tedy mnozina matic pfechodu tvori grupu vzhledem k nasobeni, nazyva se obecnd
linearni grupa a zna¢ime ji GL(n,K). Tato grupa neni komutativni, napf.

GGG o) G a)-Ga) 6

To pfedevsim znamena, ze (Mat,«,(K), +, -) neni komutativni okruh a ze obecnéji pro
libovolné R okruh (Mat,,«,,(R),+, -) neni komutativni.

Jak ale ukazat, ze vyse uvedené matice jsou skutecné maticemi prechodu? Existuji
vibec néjaké matice typu n x n, které by nebyly maticemi prechodu?

Ptedevsim lze ukazat, ze pro libovolné n nema nulova matice 0, inverzni prvek.
Skutecné, pro kazdé M € Mat,,,,(K) je

0,-A=A-0,=0,.

Protoze uz vime, ze kazda matice prechodu ma inverzni prvek, nemuze byt nulova
matice matici prechodu.

Poznamka. Podobné jako GL(n,K) v (Mat,«,(K), +, ) je v kazdém okruhu mnozina
prvki, které maji inverzi (tzv. invertibilnich prokid) grupou vzhledem k nasobeni. Pfi-
pomenme, ze v netrivialnim poli je jedinym prvkem bez inverze nulovy prvek. Naopak
napi. v Z jsou invertibilnimi prvky pouze 1 a —1. V dalsim textu budeme postupné
sméfovat k tomu, zda je invertibilnich matic (tedy matic pfechodu) spise ,malo“ po-
dobné jako v Z, nebo ,vétsina“ podobné jako v poli.
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Cvicéeni. Necht M a N jsou matice prechodu. Dokazte, ze pak
(M-N)t=N1. M1
Priklad 26. Bud a = (vy,...,v,) baze V. Ozna¢me

5 - (Ula ey U1, V5, Vi1, - - -, Uj—1, U4, Vg1, - - s 7”71)7
Y= (Ula ey Ui—1, Y4 +/Uj7vi+17 s 7Un)7
0= (v1,...,0i 1,0 V5, Vi41,...,0,), kde a # 0.

Ztejmé (3,v a d jsou baze. Pak

Bu(—k) pro k # i, j
(id)ga(=, k) = { En(—i) pro k = j
En(=,j) pro k=i
. E.(—k pro k #1
(@) k) = { N
En(=,4) + En(—, ) pro k =i
. E,(—,k) pro k #1
T O A
a-E,(—,i) pro k=1
Povsimnéte si, jak se lisi 3, v a 0 od a. Uvédomte si, ze

(id)ap = (id)pa
‘ ) Eu(—,k) pro k #i
(id)ay (=, k) = {En(—,i) —E.(—,j) prok =i

. _ JE.(— k) prok #1
(id)as(—, k) = {a—l - E,(—,i) pro k=i

Povsimnéte si, ze pro kazdou matici pfechodu M se (id)g, - M 1isi od M tim, Ze je
vyménén i-ty a j-ty fadek, M - (id)g, se od M lisi tim, Zze je vymeénén i-ty a j-ty
sloupec. Podobné (id),q - M je shodnéa s M az na to, ze k i-tému fadku je picten j-ty,
(id)so - M ma v i-tém Fadku a-nésobek i-tého fadku M, pii nasobeni (id),q a (id)sq
zprava podobné pro sloupce.

Maticim (id)ga, (id),a a(id)s, fikdme matice elementdrnich uprav nebo elementdrni
matice.

Je snadné odvodit algoritmus (a predevsim dokazat jeho konec¢nost), pfi némz bu-
deme matici prechodu M postupné nasobit zleva vhodnymi elementarnimi maticemi
tak, Zze nakonec dostaneme jednotkovou matici F,,, presnéji

E,=U, -Ug_q-- U M,
kde Uy oznacuje prislusnou elementarni matici. Pak ale
M P=U, U 4+ U,

a tedy vysSe uvedeny algoritmus je vlastné efektivnim algoritmem na vypocet inverzni
matice. Tento algoritmus nazyvame Gaussuv eliminacni algoritmus.
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Poznamka. Uvédomte si, Ze podle predchoziho cviceni a prikladu je
M=Ut' Ut

tedy kazda matice pfechodu je sou¢inem elementarnich matic, nebot inverzni matice
k elementarnim maticim jsou opét elementarni matice — u matic tvaru (id),s a (id)as
je to zfejmé, matici (id),, dostaneme vynasobenim elementarni matice pro pfic¢teni
J-tého k i-tému radku matici pro nasobeni j-tého radku skalarem —1.

Cviceni. Formulujte presné algoritmus Gaussovy eliminace a dokazte jeho konecnost.

Piiklad 27. Uvazme v Q[x]; béazi € = (1, x). Prozkouméame, zda je matice
1 2
=5 3

1 2
(L,z)- (3 4) = (1+ 3z,2+ 4z),
ovérime, zda vektory 1 4 3z a 2 4 4x jsou linedrné nezavislé. Predpokladejme, ze
a-(143x)+b-(2+4x) =0,

pak a+2b = 0 a 3a+4b = 0 porovnanim koeficientti u stejnych mocnin. To je ale mozné
jediné tehdy, pokud a = b =0 a tedy 1+ 3z a 2 + 4z jsou linedrné nezavislé vektory.
Protoze je jich stejny pocet jako vektori baze (1,z), je také o = (1+ 3z,2 + 4x) béze
v Q[z]; a tedy matice M je matici prechodu, M = (id),.. Jeji inverzi je pak matice
ptrechodu od a k €, tedy matice sloZend ze sloupcti souradnic (1), a ()4, které ziskdme
7 rovnic

matici prechodu. Protoze

l=a-(143x)+b-(2+4x)
r=c-(14+3z)+d-(2+42)

(1), = (Z) ()0 = (fl) (id).0 = (Z fl)

a ovérte vypoctem, ze vysledna matice pfechodu je skutecné inverzni k M.

Dostavame pak

Poznamka. Promyslete si, jak jsme v predchozim ptikladu dokazali, Ze matice M
je matici prechodu. Jadrem dikazu je to, zda jsou vektory usporadané n-tice € - M
linearné nezavislé. To je v jistém smyslu vnéjsi kritérium, protoze zkoumame, jak se
matice chova. Nasledujici tvrzeni popisuje vnitini kritérium, zda je matice M matici
prechodu, tedy kritérium vyuzivajici jen prvka matice M.

Tvrzeni. Necht o = (vq,...,v,) je baze ve V nad K a M € Mat, »,(K). Pak uspo-
radand n-tice vektord o - M je linedrné nezavisla ve V' prdave tehdy, kdyz jsou sloupce
matice M linedrné nezdvislé jako vektory v Mat,,»;(K).

Poznamka. Uvédomte si dobfe, Ze linearni nezavislost sloupctt M znamend, ze kazda
linearni kombinace
c-M(—=1)+-4c,-M(—,n)=0
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je trivialni, tedy ¢; = - - = ¢, = 0. Zapisme formalné skalary cy, ..., ¢, jako n-sloupec
¢, tedy ¢(i,1) = ¢; pro i = 1,...,n. ProtoZe nasobeni v K je komutativni, lze pfepsat
predchozi vyraz jako

M(=,1)-c¢(1,1)+---+ M(—,n)-c(n,1) =M -c.

To je mimochodem jeden z divodi, pro¢ jsme pozadovali v definici pole komutativitu
(tedy komutativitu nasobeni). Uvédomte si také, Ze jsme tplné stejnou zménu zapsiu
provedli jiz ve vyrazu 13.

Miizeme tedy Fici, ze sloupce matice M jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, pokud
jediny n-sloupec ¢ spliujici M - ¢ = 0 je nulovy.

Nyni dokédzeme tvrzeni.

Diikaz. K dikazu vyzijeme zapis linedrni nezavislosti v 14. Piredpokladejme, ze o - M
je linedrné nezavislé. Necht pro n-sloupec ¢ plati M - ¢ = 0. Pak ale - M -¢c =0 a
tedy c je linearni kombinace, ktera nuluje o+ M. Z linearni nezavislosti a.- M je potom
c =0 a tedy M ma linearné nezavislé sloupce.

Naopak, necht M ma linearné nezavislé sloupce a (a- M)-c = 0 pro néjaky n-sloupec
c. Pak ale z linearni nezavislosti « plyne, ze M - ¢ = 0 a z linearni nezavislosti sloupcti
M dostavame ¢ = 0, tedy « - M je linearné nezavisla. Tim je dtikaz ukoncen. U

Priklad 28. PovSimnéme si nyni prostoru n-sloupct nad K. Neni tézké ovérit, ze
sloupce jednotkové matice FE,, tvori bazi tohoto prostoru, oznacme ji €. Presnéji,

e = (En(=,1),..., En(—,n)).

V této bazi je i-t4 souradnice vektoru ¢ rovna prvku ¢(i, 1), tedy i-tému prvku sloupce.
To mutze byt silné matouci, protoze pii nevhodném zapisu miize byt problém odlisit
vektor soufadnic od vektoru samotného. Skutecéné, (c). = c.

Uvazme nyni n-sloupec d, ktery méa vSechny prvky d(i,1),...,d(n,1) rovny nule.
Uvédomte si, ze pak d € Lin (En(—, 1),...,Ey(—,i— 1)) Tedy matice, kterd ma v
1-tém sloupci na i-tém misté nenulovy prvek a dale nuly, ma linearné nezavislé sloupce.
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