Ne tak letmy tvod k maticim
PRVNI PRACOVNI VERZE

Tento text na prikladech ukazuje vlastnosti zakladnich algebraickych struktur — grup, okruhi,
poli, vektorovych prostori a algeber. Zvlastni diraz je kladen na vysvétleni operaci v okruhu
matic a ddale na vysvétleni pojmi vektorového prostoru, vektorového podprostoru a linedrniho
zobrazeni. V zaveru je vysvétlena souvislost mezi soustavami homogennich linedrnich rovnic,
linedrnimi zobrazenimi a podprostory.

Nejde o ucebnici linedrnt algebry, takZe néktere dileZité pojmy jsou opomenuty nebo neni
dostatecne vysvétlen jejich vyznam.

1. MATICE A ALGEBRAICKE STRUKTURY
Definice. Matici typu k X | nad mnoZinou S rozumime zobrazeni
M:A{1,.. ..k} x{1,...,1} = S.

Rikdme té7, Ze matice M mé k tadki a [ sloupcti. Hodnoté M(i,j) ¥ikdme prvek
matice M v i-tém radku a j-tém sloupci. Matice Casto zapisujeme prostiednictvim
obdélnikové tabulky s k fadky a [ sloupci. Poznamenejme, ze v tomto textu v rozporu
se zavedenym znacenim (ale v souladu s logiku edice Letmy dvod) nebudeme prvky
matic znacit maljmi pismeny.

Nyni ukdzeme, zZe mnoziny matic maji urc¢itou strukturu, aniz bychom presné defi-
novali, co se strukturou rozumi. Tento pojem vsak osvétlime na radé piikladi.
V mnoziné prirozenych ¢isel N = {0, 1, ... } lze prvky séitat a nasobit. To znamena,
ze existuji dvé (bindrni) operace, ¢imz rozumime zobrazeni
+:NxN—=N
N xN—N.

PiSeme ale pro ptrehlednost a + b namisto +(a, b) a podobné pro nasobeni.

Piikladem struktury je mnozina pfirozenych ¢isel s témito dvéma (binarnimi) ope-
racemi.

Odcitani ani déleni nejsou operacemi na N, protoze rozdil nebo podil dvou priroze-
nych ¢isel nemusi byt prirozené cislo.

Pokud chceme, aby odcitani byla operace, musime rozsitit ¢iselny obor, s nimz pra-
cujeme. Dostaneme celé ¢isla Z. Podobné se nam ale nepodaii rozsitit prirozena cisla
na néjaky ciselny obor, aby bylo operaci i déleni — nulou délit nejde.

Scitani v Z je operace, kterd ma tyto vlastnosti:

1) VabceZ:a+(b+c)=(a+b)+c (asociativita)
) 0eZVaeZ:0+a=a+0=a (existence neutralniho prvku)
3) VacZ3beZ:a+b=0 (existence inverzniho prvku)
) (

VYa,beZ:a+b=b+a
1

komutativita)
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Definice. Rekneme, Ze mnozina S spolu s operaci x je grupa, pokud spliiuje vlastnosti
1-3, a komutativni grupa, pokud spliiuje 1-4. Mnozinu S' s operaci * zapisujeme dvojici

(S, %).

Priklad 1. Tedy s¢itani v Z je komutativni grupa. S¢itani v N vlastnosti komutativni
grupy nema a nasobeni v N ani v Z také ne. PovSimnéte si ale, které z vlastnosti
komutativni grupy nasobeni v N a v Z spliuje: je asociativni, existuje neutralni prvek
a je komutativni. Kdybychom pfidali zlomky a pracovali s racionalnimi ¢isly Q, stejné
nebude existovat inverzni prvek pro kazdé a € Q.

Nésobeni na Q — {0} je grupa.

Odéiténi v Z neni grupa. Také déleni v Q neni grupa a ani v Q — {0} to neni grupa.

Mnozina Zs = {—1,0, 1} zbytkovych tiid po déleni 3 je komutativni grupa vzhledem
k operaci s¢itani definované tabulkou

Mnozina Sy = {—1,1} C Z s nésobenim definovanym stejné jako v Z je komutativni
grupa. Povsimnéte si, ze Sy = Z3 — {0} — je to urc¢ita analogie s Q — {0}, kterd bude
pozdéji dilezita.

Nyni se pokusime definovat operace také na mnozinach matic. Oznac¢me
Matx(S) = {M: (. kY x {1, 0 es}

mnozinu vSech matic typu k x [.
Pokusme se definovat s¢itani v Maty.;(S) ,,po slozkdch“ predpisem

(M + N)(i,7) = M(i,j) + N(, j),

kde M, N € Maty(S),i=1,...,k, j=1,...,L
Uvédomte si, ze tato definice nedava zadny smysl, protoze v obecné mnoziné S
neumime séitat. V Maty;(N) jde ale o operaci.

Cviceni. Dokazte, ze je-li (G, +) grupa, je Matg.;(G) s vyse definovanym s¢itanim
také grupa, a je-li (G, +) komutativni, je i Matyy;(G) komutativni grupa.

Podobné jako s¢itani lze v Maty,;(N) definovat operaci nésobeni

Poznamka. Toto nésobeni nemé velké vyuziti a to, Ze jej zde uvadime, je matouci a
nepedagogické.

Cviceni. Rozhodnéte, zda (Mathl(Z), *), (Mathl((@), *) nebo (Mathl(Q—{O}), *)

jsou grupy, pripadné komutativni grupy.

Vratme se nyni k celym ¢islim. Nic ndm nebréni uvazovat operace s¢itdni a néso-
beni soucasné. Vime, ze (Z, +) je komutativni grupa a (Z, -) nikoli. Plati vSak nékolik



vlastnosti, které svazuji tyto dvé binarni operace dohromady:
(5) Va,b,c€Z:a-(b+c)=a-b+a-c  (leva distributivita)
(6) Va,b,c€Z:(a+b)-c=a-c+b-c (prava distributivita)

Navic, jak jsme jiz podotkli vysSe, je ndsobeni v Z asociativni a komutativni a ma
neutralni prvek.

Definice. Mnozina S s dvéma (bindrnimi) operacemi + a - se nazyva okruh, pokud
(S,+) je komutativni grupa, operace - je na S asociativni a mé neutralni prvek a
pokud + a - splnuji 5-6. Je-li navic - komutativni, mluvime o komutativnim okruhu.

Poznamka. Povsimnéte si, Zze + v okruhu je podle nasi definice komutativni vzdy.
Okruhy lze definovat obecnéji, ale v nasich ivahach to nebudeme potfebovat. Neko-
mutativni + vede k takovym komplikacim, Zze radéji volime méné obecnou definici.

Oznaceni. V pripadé, Ze nemuze byt pochyb o tom, které operace v grupéach ¢ okru-
zich uvazujeme, budeme misto oznaceni grupy ¢i okruhu pouzivat pouze oznaceni
mnoziny bez operaci. Budeme se snazit oznacovat abstraktni mnoziny pismenem S
(set), grupy G a okruhy R (ring).

Neutralni prvek vzhledem k operaci + budeme oznacovat 0 a inverzni prvek vzhle-
dem k 4 budeme nazyvat opac¢ny prvek. Neutralni prvek vzhledem k - budeme ozna-
covat 1. Tato konvence odpovida oznaceni prvki v ¢iselnych oborech, takze by neméla
byt prilis matouci. Radéji se zamyslete, zda vas v predchozim textu nematlo, Ze napft.
neutralnim prvkem v grupé (Q — {0}, ) byl prvek 1. Nazev inverzni prvek vyhradime
v okruzich pro inverzni prvek vici -.

Priklad 2. Prikladem okruht je (Z,+,-), (Q, +,-), nikoli (Q — {0}, +, ). Okruhem je
také (Zs, +, -), kde nasobeni je stejné jako v Z.

MnoZina (Mathl(N), +, >|<) okruhem neni, ale (Mathl(Z), +, *) a (Mathl((@), +, >|<)
ano.

Dalsim piikladem okruhu jsou polynomy N[z|, Z[x] a Q[z] s koeficienty v mnoziné
prirozenych, resp. celych a raciondalnich ¢isel. Operacemi na polynomech jsou bézné
s¢itani a nasobeni polynomi.

Ve vSech piikladech okruhii jde o komutativni okruhy. S podstatnym piikladem
nekomutativniho okruhu se setkdme v prikladu 25.

Povsimnéte si, ze nékteré okruhy se mirné lisi od jinych v tom, jak ,,dobré“ je v nich
nasobeni, resp. kolik prvki mé inverzi vzhledem k nasobeni.
Definice. Necht v komutativnim okruhu (R, +, -) je splnéna vlastnost
(7) Vre Ryr#03s€e R:r-s=s-r=1 (vlastnost pole)
Pak (R, +,-) nazyvame pole.

Poznamka. Je-li vlastnost 7 splnéna v nekomutativnim okruhu, nazyvame jej téleso.
V dalsim textu se vSak budeme vénovat vyhradné polim, protoze teorie téles je znacné
komplikovana a nemé pro ucely tohoto textu valny vyznam.
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Priklad 3. Ptikladem pole je (Q, +, ) nebo (Zs, +, -). Zadny dalsi okruh z uvedenych
prikladi polem neni. Zamyslete se predevsim, pro¢ nespliuje vlastnost 7 mnozina matic
(Matyx(Q), 4, x). Toto je také patrné vhodné misto na to, abyste si piipomnéli, jak
vypadaji prvky 0 a 1 v maticich a jaké jsou tam opacné a inverzni prvky.

Cviceni. Dokazte tvrzeni obsaZend v predeslém prikladu.
Cviceni. Necht v (R, +,-) plati silnéjsi vlastnost nez 7:
Vre Rdser:r-s=s-r=1.
Dokazte, ze pak R = {1} je tzv. trividlni okruh, ktery neni ptili§ zajimavy. To znamen4,
ze vlastnost 7 neni ,slaba“ a definice pole je ,rozumna‘“.

Poznamka. Pole pro nas budou dulezitd pozdéji. Slusi se také vysvétlit, pro¢ neu-
vadime jako priklady poli dalsi ¢iselné obory, redlnd a komplexni ¢isla. Divodem je
to, ze z hlediska linearni algebry nepfinési tyto mnoziny nic podstatné odliSného od
mnoziny racionalnich ¢isel. Divodem dalsiho rozsifovéani ¢iselného oboru je bud snaha
o metrickou dplnost, nebo o pridani kofent polynomii vyssiho fadu, coz pro ucely
tohoto textu nema zadny vyznam.

Grupy a okruhy predstavovaly struktury s (bindrnimi) operacemi. Nyni se budeme
vénovat strukturam zcela odlisnym.

Uvédomte si, Ze pro a € Z a polynom p € Q[z] ma smysl uvazovat polynom s
racionalnimi koeficienty a - p, ¢imz rozumime pro p = b,z" + ... byx + by polynom

a-p=(a-by)x" +---+ (a-by)x+ (a-by).

Toto nasobeni ale neni v zddném piipadé bindrni operace, nebot michdme prvky dvou
riznych mnozin. Formalné toto nasobeni pfedstavuje zobrazeni, které pro vétsi pre-
hlednost oznac¢ime jinym symbolem

© : Z x Q[z] — Qlx].
Povsimnéte si, Ze toto zobrazeni spliuje
(8) VpeQz]:10p=p (vlastnost jednotky)
9) Va,be ZVp € Qz] :a @ (b®p) =(a-b) ®p  (vnéjsi asociativita)
Povsimnéte si vlastnosti 8. Zde 1 chapeme jako prvek Z a nikoli jako polynom

nulového stupné z Q|x].

Poznamka. Necht G je libovolnd grupa a S libovolnd mnozina. Pak zobrazeni Gx.S —
S splnujici 8 a 9 nazyvame akce grupy G na mnoziné S. Akcim grup je z podstatné
casti vénovan Letmy uvod k afinnim prostorim, takze je nebudeme rozebirat prilis
podrobné.

V nasem piipadé jsou vSak Z a Q[z] okruhy a diky tomu mé akce ® dalsi viznamné
vlastnosti:
(10) Ya € ZVp,q € Qlz]:a® (p+q¢) =a@p+a©q (levd vnéjsi distributivita)
(11) Va,beZ¥VpeQx]: (a+b)Op=a©@p+bep (prava vngjsi distributivita)
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Cviceni. Pokuste se pochopit, kterd operace + je na kterém misté ve vlastnostech
8-11 pouzita. V dalsim textu budeme uz opét pro jednoduchost oznacovat akci ©
symbolem bézného nasobeni, takze si dobfe rozmyslete vlastnost 9, kde vystupuji oba
tyto symboly.

Poznamka. Povsimnéte si, ze vlastnosti 8-11 nevyuzivaji toho, ze Q[z] je okruh.
Ve skutecnosti bychom tak méli mluvit o vlastnosti 9 jako o levé vnéjsi asociativite,
pfi¢emz prava vnéjsi asociativita by vyuzivala ndsobeni v Q[z]. Vlastnosti formulované
vyse vSak uzijeme v nasledujici definici.

Definice. Necht (R,+,-) je libovolny okruh a (G,+) komutativni grupa. Necht je
definovana akce ©® : R x G — G spliyjici vlastnosti 8-11. Pak fekneme, ze G je modul
nad R, prvky R nazyvame skaldry a akci ® nazveme vnéjsi nasobeni nebo téz ndasobent
skaldrem.

Piiklad 4. Také Z[x] je modul nad Z, ale Z[z] neni modul nad Q. PovSimnéte si, ze
také Q je modul nad Z a Z je modul nad Z. To je ptikladem hned dvou dtlezitych
fakti.

Predné, kazdy okruh (R, +,-) je modulem nad (R,+,-), pficemz vné&jsi nasobeni
splyne s nasobenim -.

Méné evidentni je druhé tvrzeni: Kazda komutativni grupa (G, +) je modul nad Z,
pri¢emz operace © : Z X G — G je definovana nésledovné. Necht g € G je libovolné a
a € 7 je kladné ¢islo, pak

aOg=gtg+ty,

kde g secteme a-krat. Necht a = 0, pak polozme a ® g = 0 € G. Necht kone¢né a je
zaporné, pak

a©g=(=g9)+(=g9)+ - +(=9),
kde —g oznacuje inverzni prvek k g a s¢itdme (—a)-krat.
Je pritom samoziejmé, ze kazdy modul nad Z je zaroven komutativni grupou, tedy
mezi komutativnimi grupami a moduly nad Z neni zadny rozdil.

Cviceni. Uvazte pfiklady riznych okruht a grup, s nimiz jsme se jiz setkali, a po-
kuste se rozhodnout, zda jsou nékteré z nich modulem nad nékterymi z téchto okruhi.
Predevsim si vSimejte maticovych okruhi a grup.

Pfiklad 5. Oznac¢me symbolem Q[z], mnozinu vSech polynomu stupné nejvyse n,
tedy

Q[z], = {anx™ + -+ + a1z + ag; an, ..., a9 € Q}.
Tato mnozina je zfejmé komutativni grupou vzhledem k operaci s¢itani. Je to tedy
modul nad Z. Je to ovSem také modul nad Q. Na Q[z],, 1ze definovat nasobeni podobné

jako v ptipadé zbytkovych t¥id Z,, ale tim se zabyvat nebudeme. Pro nase ucely jde o
vhodny priklad modulu nad Q.

CvicCeni. Necht (R,+,-) je okruh, (G,+) komutativni grupa a © : R x G — G
definovano pro kazdé r € R a kazdé g € GG pfedpisem r ® g = g. Mtize byt G modulem
nad R vzhledem k tomuto vnéjsimu nasobeni?
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Priklad 6. PovSimnéme si nyni rozdilu mezi moduly nad Z a moduly nad Q. Vime jiz,
ze Q je modul nad Z i nad Q. Chapejme nyni Q jako modul nad Q a zvolme libovolné
nenulovy skalar p € Q a prvek ¢ € Q. Pak ziejmé existuje skalar p~! € Q tak, ze

g=@ " p)a=p" (p-q).

Nyni ale chapejme Q jako modul nad Z a zvolme libovolny nenulovy skalar a € Z.

Pak ale

g=(a"a)qg=a"(awq)

jen v téch pripadech, kdy existuje inverzni prvek k a, tedy pouze tehdy, je-li a = £1.

Definice. Modul nad polem nazyvame vektorovy prostor. Prvky vektorového prostoru
nazyvame vektory.

Oznaceni. Abstraktni pole budeme oznacovat symbolem K a budeme mluvit o vek-
torovych prostorech nad polem K.

Poznamka. Vektorové prostory jsou zékladnim pojmem linedrni algebry. Prostor,
ktery jim vénujeme v tomto textu, pochopitelné neni dostatecny. Doporucujeme proto
dikladné studium tohoto pojmu v nékteré z ucebnic, napt. [H] nebo [S].

Priklad 7. Grupy Q, Q[z] a Q[x],, jsou vektorovymi prostory nad polem Q. Grupa
matic Matyy;(Q) je vektorovy prostor nad Q. Obecné kazdé pole je vektorovym pro-
storem nad sebou samym. Mnozina {0} je vektorovy prostor nad kazdym polem.

Pojem vektorového prostoru se mtize na prvni pohled zdat ponékud zbytecnym.
Oproti moduliim nad obecnym okruhem vSak mame moznost formulovat nékteré di-
lezité pojmy.

Definice. Rekneme, Ze mnoZina vektortt S C V je linedrné nezdvisld, pokud pro kaz-
dou jeji koneénou podmnozina {vy, ..., v} C S a kazdou mnozinu skalart {ay, ..., ax}
plati, ze

ap v+ +ag-v, =0 - ay =---=ap=0.

Rekneme, Ze mnozina je linedrné zavisld, pokud neni linedrné nezavisla.

Piiklad 8. Mnozina {0} C V je vzdy linearné zavisla, obecnéji kazda mnozina vektort
obsahujici nulovy vektor je linedrné zavisla. Jednoprvkova mnozina {v}, kde v € V' je
nenulovy vektor, je vzdy linearné nezavisla.

Priklad 9. Oznacme Zg = {0,1,...,5} a definujme s¢itdni a ndsobeni na Zg nasle-
dovné: necht pro a,b € Zg je a + b rovno zbytku po déleni 6 ze souctu a + b v N,
podobné necht a - b je rovno zbytku po déleni 6 ze souc¢inu a - b v N. Takto je napf.
4+ 3 =1nebo 2-5=4. Lze snadno ukéazat, Ze (Zg, +, -) je okruh. Z piikladu 4 vime,
7e kazdy okruh je modulem sdm nad sebou. Pfitom Zg neni pole, nebot jen 1 a 5 mé
v Zg inverzi. Tedy Zg neni vektorovy prostor nad Zg.

Srovnejte to se Zg, které je vektorovym prostorem nad Zs. (Lze ukéazat, ze Z, je
pole pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.)

Uvazme nyni mnozinu {2} C Zg. Protoze 3 -2 = 0, vidime, Ze na rozdil od vektoro-
vych prostorit miize byt jeden prvek modulu linearné zavisly. Tedy v modulech nemusi
mit pojem linedrni nezavislosti smysl.
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Priklad 10. Ve skutec¢nosti byl hlavni problém piedchoziho piikladu v tom, Ze v Zg
existuji tzv. délitelé nuly, tedy nenulové prvky, které lze vynéasobit vhodnym nenulovym
prvkem tak, zZe vysledkem je nula. Uvédomte si, zZe napt. v Z délitelé nuly nejsou.
Okruhu bez délitelti nuly fikdme obor integrity. V modulech nad oborem integrity ma
linearni zavislost a nezavislost smysl, nicméné zahy dospéjeme k dalsimu pojmu, ktery
ukaze, pro¢ je vyhodnéjsi pracovat s vektorovymi prostory.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad K a vq,...,v, € V. Necht ay,...,a; € K.
Vyraz tvaru

ay v+ -+ ag - Uk
nazveme linedrni kombinaci vektori vy, . .., v.

Poznamka. Plati zfejmé 0 - vy + --- + 0 - v = 0 pro libovolné vektory vy, ..., v;.
Linearni kombinaci s nulovymi skalary tikdme trividlni linearni kombinace. To tedy
znamena, ze vektory vy, ..., v jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, je-li kazda jejich
netrivialni lineadrni kombinace rtizna od nuly.

Poznamka. Linearni kombinace jsou jen kone¢né soucty. To plyne z toho, Ze operace
souctu vice vektori je vlastné definovana pomoci indukce, tedy pro vq,...,v, € V
musime chapat vy +- - -+wv, jako v1+(ve+ (- - -+ (vy—1+vy) . . . ), piiemz na uzavorkovani
nezalezi, nebot séitdni je asociativni. Jinak Feceno, diky tomu, Ze umime secist dva
vektory, umime jich sec¢ist konec¢né mnoho.

Protoze casto pracujeme s nekone¢nymi mnozinami, nabizi se chybna predstava, ze
i operace mohou byt nekonec¢nékrat opakovany. Uz v nejjednodussim prikladu vek-
torového prostoru (Q nad Q dobfe vime, Ze nekonecny soucet racionalnich ¢isel neni
racionalni ¢islo, ale néjaka podivna nekonecna fada.

Promyslete si, zda podobnou chybu nedélate pti praci s libovolnymi operacemi, nejen
s linearnimi kombinacemi ve vektorovém prostoru.

Priklad 11. Necht vy,...,v; € V jsou linedrné zavislé. Pak lze néktery z vektoru
vy, ..., vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich. Skutecné, je-li

al.vl+...+ak.vk:0
pro vhodné skalary a a; # 0 pro nékteré i = 1,... k, pak
vi=a; " (an v b ey Ve Qi U+ ag ).

Uvédomte si, ze ne kazdy vektor v; lze takto vyjadrit, nebot je-li prislusny skalar a;
roven nule, neexistuje k nému inverzni prvek.
Rozmyslete si peclive situaci, kdy je jediny skalar v linedrni kombinaci nenulovy.

Piiklad 12. Povsimnéte si, Ze toto tvrzeni neplati v modulech nad obory integrity,
protoze ne kazdy nenulovy prvek oboru integrity mé inverzni prvek. Necht Z je vek-
torovy prostor nad Z. Pak 2 a 3 jsou linearné zavislé, protoze —3-2+2-3 =0, ale 3
nelze vyjadiit jako linedrni kombinaci 2 a naopak. (Linearni kombinace jednoho vek-
toru je jeho skalarni nasobek.) Pokud ale budeme 2 a 3 chapat jako prvky vektorového
prostoru Q nad polem Q, lze 2 vyjadfit snadno jako 2 = 2/3-3 a podobné 3 = 3/2- 2.
Pokud ale chapeme 2 a 3 jako prvky modulu Q nad okruhem 7Z, jsme ve stejné situaci,
jako by slo o prvky Z.
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Definice. Necht V' je vektorovy prostor nad K a S C V' libovolnd podmnozina. Line-
drnim obalem mnoZiny S nazveme mnozinu

Lin(S) ={a1-v1+ - +ap-vi;k € Nyay,...,ap € Kjvg,...,0p € S},

je-li S # 0, linedrni obal prazdné mnoziny Lin(()) klademe roven {0}. Mnozinu S
nazyvame mnozinou generdtoru prostoru V, pokud Lin(S) = V.

Priklad 13. Povsimnéte si predevsim, Ze kazdy vektorovy prostor je mnozinou gene-
ratort sebe sama.

Definice. Linearné nezavisla mnozina generatori se nazyva bdze.

Poznamka. PovS§imnéte si, ze mnozinou generatori vektorového prostoru {0} je prazdna
mnozina. Ta je jisté linedrné nezavisla, tedy je to baze {0}.

Priklad 14. Pojem linearniho obalu mé smysl i pro moduly. Uvazme Z jako modul
nad Z. Mnozina {2,3} je mnozinou generatort. Jinym piikladem je mnozina {1}.
Zatimco {1} je linedrné nezavisld mnozina (a tedy ,baze“ v 7Z), mnozina {2,3} je
linearné zavisla.

Véta. Je-li mnoZina generdtori vektoroveho prostoru V- konecnd, lze z ni vybrat bdzi.

Diikaz. Dikaz provedeme indukci vzhledem k poc¢tu generatoriu. Vektorovy prostor {0}
ma prazdnou bazi. V prikladu 8 jsme vidéli, Ze jednoprvkova mnozina generatori je
linearné nezavisla, tedy baze.

Necht véta plati pro k — 1 generatort a necht V' = Lin({vy,...,v}). Pokud jsou
generatory linedrné nezavislé, jsme hotovi, pokud ne, 1ze podle prikladu 11 néktery
generator, feknéme vy, vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich.

Pak ale V' = Lin({wy, ..., v}) a podle indukéniho pfedpokladu lze vybrat bazi. O

Poznamka. Povsimnéte si, Ze tvrzeni plati pouze pro kone¢nou mnozinu generatoru.
Kdyby toto omezeni v predpokladech véty nebylo, slo by vybrat bazi ze vsech prvki
vektorového prostoru vzhledem k prikladu 13. Véta tedy netika, ze ma kazdy vekto-
rovy prostor bazi. Ve skutecnosti je existence baze nekonecnérozmérného vektorového
prostoru ekvivalentni s axiomem vybéru.

Priklad 15. Vratme se k pfikladu 14. Z mnoziny {2, 3} nelze vybrat bézi, protoze ani
2, ani 3 negeneruji celé Z (napiiklad jimi nelze vygenerovat prvek 1).

Priklad 16. Chapejme Q jako vektorovy prostor nad Q. Pak je kazda jednoprvkova
mnozina {q € Q; q # 0} baze v Q. Obecnéji, chdpeme-li pole K jako vektorovy prostor
nad K, je mnozina {k € K; k # 0} jeho bazi.
Mnozina {1,z,2?%,...,2", ...} je bazi v Q[x], podobné {1,z, ..., 2"} je bazi v Q[x],.
Necht O; ; oznacuje matici typu k x [ definovanou predpisem

ILprop=i,q=7
O,;(p.q) = {0 inak

Pak mnozina {Om; i=1,....k j=1,... ,l} je bazi v Maty. (K).

Cviceni. Dokazte vSechna tvrzeni z predeslého prikladu.
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Priklad 17. Piiklad 11 lze nahlédnout jesté z jiné strany. Necht {vy,..., v} C V
je linedrné nezavisla mnozina a u € Lin({vy, ..., v;}). Pak mnozina {u, vy, ..., v} je
linedrné zavislé, nebot

u=ay- v+ +ag- v
pro vhodné skalary a tedy

(=1)-u4a-vi+--+ap-v, =0.

Necht nyni specielné {vq,...,v,} CV je baze a u € V libovolny vektor. Protoze baze
generuje V', plati u € Lin({vy,...,v,}). To ale znamend, ze u je linedrni kombinaci
vektort baze, tedy
U=0a1 V] + "+ Qpn - VUp.
Je toto vyjadreni jednoznacné? Kdyby existovaly skalary by,...,b, € K tak, ze
u=>by-vi+- 4 by vy,
pak by platilo
al'U1+“"|‘an‘Un—(bl'U1+"'+bn‘Un):(al_bl)‘U1+"'+(an—bn)'vn:07
protoze jsou ale vektory vi,...,v, linedrné nezavislé, znamend to, ze a; = b; pro

1=1,...,n.

2. VEKTOROVE PROSTORY A MATICE PRECHODU

Oznaceni. 7Z praktickych diavodi budeme nadéle pracovat nikoli s bazemi jako mno-
zinami, ale jako s usporadanymi n-ticemi, coz se obc¢as nazyva usporadané bdze. My
nicméné budeme fikat pouze baze a budeme velmi volné naklddat s tim, kdy myslime
bazi usporadanou a kdy neusporadanou mnozinu a nechame na ¢tenaii, aby rozdil vy-
rozumél z kontextu. Baze budeme zapisovat jako fadky a oznacovat malymi pismeny
fecké abecedy.

Definice. Necht a = (vq,...,v,) je baze V nad K a u € V libovolny vektor. Pak
podle prikladu 17 existuji jednoznac¢né urcené skalary aq,...,a, € K tak, ze

U=4ay v+ -+ ay- Uy

Tyto skalary budeme nazyvat souradnice vektoru u vzhledem k bazi o a zapisovat jako
sloupec

a1
(U)o =
Qn,
Priklad 18. Povsimnéte si pfedevsim, ze pro kazdou bazi a = (vy,...,v,) ve V plati
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
(Ul)a - . ) (UQ)Q = . ) o (Unfl)a = . ) (Un>a =
0 0 1 0

=
=
=
—
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Pfiklad 19. Mgme dvé béze, napt. o = (1,z,22%,...,2") a 3 = (1,1 + 2,1 +x +
22, .. 1+x+- - -+2") v Q[x],. Uvédomte si, Ze podle piikladu 17 lze kazdy vektor baze
[ jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinace vektorti z « a také naopak. Presvédcte
se o tom a soufadnice jednotlivych bazovych vektort vypoctéte.

Uvazme bazi v = (1+xz, o+ 2%, 2% +23, ..., 2" 1 +12"). Jako cviceni vyjadiete kazdy
z vektord v v souradnicich vzhledem k v a 3. Jde to i naopak?

Neméli byste byt prekvapeni, Ze nikoli. Vektor 1 totiz neni v Lin(7), tedy v neni
béaze. Povs§imnéte si pfedevsim, Ze zatimco o a (3 jsou (n + 1)-tice vektoru, je v jen
n-tice. Znamena to tedy, ze baze musi mit stejny pocet prvka?

Lemma. Necht o = (v1,...,v,) je baze V nad K au # 0 libovolny vektor. Pak existuje
i=1,...,n takové, Ze (u,vy,...,Vi_1,Vit1,...,0,) je bdze V.

Diikaz. Protoze a je béaze, plati u € Lin(«), presnéji
U=a v+ -+ a - Uy
Necht a; # 0, pak
(12) Vi =a; (U — @y -V — o — Qi1 Vil — Qg1 Vigl — Gy - Up).
Necht w € V je libovolny vektor. Dosadime do linearni kombinace
w=>b-v1+---+0b, v,

za v; vyjadieni 12. Tim jsme ale vyjadrili vektor w jako linearni kombinaci mnoziny

{u,v1, .., Vi1, Vi1, -+, U, tedy {u,vg, .00 01, Vi, -, U, generuje V.
Kdyby nyni byla {u,vy,...,v;1,vi41,...,0,} linedrné zavisld& mnozina, znamenalo

by to, ze u € Lin(a — {v;}). Vzhledem k 12 by ale pak také v; € Lin(a — {v;}) a a by
nebyla baze, coz neni mozné.
Tedy (u,vi,...,0i—1,Vi41,...,0,) je baze V. O

Véta (Steinitz). Nechl o = (vy,...,v,) je bdze V nad K a {uy,...,ux} je linedrné
nezdvisld mnozina vektori. Pak k < n a mezi vektory bdze existuje takovd (n — k)-tice
Vigs ooy Uip s 26 (Upy ooy U, Vs oo, 05, ) J€ bdze V.

Diikaz. Diikaz provedeme indukci vzhledem ke k s vyuzitim predeslého lemmatu, které
predstavuje prvni krok.

Necht k& < n a véta plati pro k — 1, tedy plati, Ze (u1,..., Up—1,iy,. .., Vi, . ,) j€
baze V. Pak ale

U = a1 .u1+...+ak_1 'Uk—1+ak'vi1+"'+an'vin_k,+1-
Kdyby a; = 0 pro j > k, znamenalo by to, ze mnozina {uy,...,u;} neni linedrné
nezavisla, protoze
ay - uyp + -+ apoycup1 + (=1) - up = 0.

To ale odporuje predpokladiim, tedy nékteré a; pro j > k je nenulové. Nyni miiZzeme

stejné jako v lemmatu nahradit v;;, , vektorem u a dostaneme bazi.
Zbyva ukazat, ze k nemiize byt vétsi nez n. Vzhledem k tomu, Ze v n-tém indukénim
kroku obdrzime bazi (uq, . .., u,), musela by byt mnozina {uy, ..., ux} linedrné zavisla.
O
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Disledek. Md-li vektorovy prostor konecnou badzi, maji vSechny jeho bdze stejny pocet
prokai.

Definice. Necht V' je vektorovy prostor. Mohutnost baze nazveme dimenzi vektorového
prostoru V.

Poznamka. V definici baze stoji proti sobé dva principy. Baze je mnozina generatorii,
ale zaroven je linedarné nezavisla. Generatorti musi byt ,dost“, linearné nezavislych
vektorii nesmi byt ,,zbytecné mnoho“. Baze je minimalni mnozina generatort a zaroven
maximalni linearné nezavisla mnozina.

Priklad 20. Nyni se vratme k definici soutadnic a k zapisu bazi a soufadnic do fadki
a sloupcti. Necht ve vektorovém prostoru V' nad polem K je baze o« = (vq,...,v,) a
necht u € V' je vektor se souradnicemi

a1
(U)o =
Qn,
To znamena, ze
U=0a1 V] + "+ Q- VUp.

Tuto linearni kombinaci budeme symbolicky zapisovat
(13) u=a-(u),

a chapat - jako urcitou operaci. V striktné algebraickém smyslu to operace neni, neni
to ani akce nebo néco podobného.

Povsimnéte si zejména, ze pomoci zapisu 13 lze prepsat linearni nezavislost vektort
baze o formélné vyrazem

(14) Ve € Mat,x1(K) ta-c=0 = ¢=0.

Podivejme se na ,nasobeni“ v 13 blize. Zde je situace komplikovana tim, zZe michame
dohromady rtizné véci — vektory a skalary. Zkoumejme proto jednodussi situaci. Necht
R je libovolny okruh. Maticim Mat;,(R) fikejme n-rddky a maticim Mat,«;(R) po-
dobné n-sloupce. Necht M je n-fadek a N je n-sloupec, definujme jejich soucin jako
a € R,

a=> (M(1,i)-N(i,1)).
i=1
Soucin n-fadku s n-sloupcem je tedy zobrazeni

sl Matlxn(R) X MatnX1<R) — R.

Poznamka. Nyni se nabizi otdzka, pro¢ radéji nepsat baze i souradnice oboje do
radkt (¢i sloupctl) a nedefinovat soucin pro dva stejné dlouhé Fadky ¢i dva stejné
dlouhé sloupce. Odpovéd bude pochopitelnd po uréitém zobecnéni soucinu Fadkl se
sloupci. Dalsi vtirava otazka, pro¢ nepsat naopak soufadnice do radkt a matice do
sloupcti, bude vysvétlena o néco pozdéji.
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Priklad 21. PovS§imnéme si nyni dvou bazi, napt. bazi « a § v Q[z],, z ptikladu 19.
Vezmeéme si po fadé soufadnice vektord z o vzhledem k bazi (3, tedy

1 —1 0 0

0 1 —1 0

0 0 1 :
M=ol @s=]0 | =19, , (2")p = 0
: -1

0 0 0 1

Pokud postupné aplikujeme na bazi  a jednotlivé sloupce soucin 13, dostaneme vek-
tory baze a.

Sestavme nyni z téchto sloupcii ¢tvercovou matici a definujme dalsi soucin, opét
obecné pro matice nad okruhem R. Necht M je n-fddek a N € Mat,,(R), jejich
sou¢inem nazveme n-iadek P spliujici pro kazdé ¢ = 1,...,n vztah

P(1,i) = M - N(—,i).

Symbolem N (—, ) zde myslime i-ty sloupec N a sou¢in na pravé strané rovnosti je tedy
soucin n-fadku s n-sloupcem. Poznamenejme, Ze podobné budeme symbolem X (i, —)
oznacCovat i-ty fadek matice X, podtrzitko zde znamena prazdné misto, do néhoz lze
dosazovat, tedy formalné je

N(—,i):{1,...,n} — R, <N(—,i)>(j) = N(j,9).

Povsimnéte si, ze soucin n-fadku s matici n X n odpovida tomu, jak jsme vyjadrili bazi
« 7 baze #. Tam jsme vlastné nasobili takto:

azﬁ.((l)g\(m)ﬁ"“ ‘(ng)’

pricemz symbolem vpravo rozumime matici n X n vzniklou tak, Ze sloupce napiSeme
vedle sebe, tedy

(W @] @ )= = @)
Pov§imnéme si nyni velmi dilezité véci. Necht u € Q|z],,. Pak

(15) u=a- = (8- (W @s - |@5)) - (W

Definujme dal$i soucin, velmi podobny jako predesly. Necht M je matice n x n a N je
n-sloupec. Jejich sou¢inem nazveme n-sloupec P spliujici prot=1,...,n

P(i,1) = M(i,—) - N.
Pak 1ze vyraz 15 prepsat jako
w=a o=+ (W@ oe [ @) -0 )
a vzhledem k jednoznacnosti souradnic vzhledem k dané bazi to znamena, ze

s = (M| @s] - [ @) (@
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Poznamka. Poznamenejme, ze jsme v predchozim piikladu nékolikrat aplikovali nové
definované souciny v situacich, kdy fadkem nebyl n-fadek, ale uspordadana baze. V
téchto pripadech jsme vSak k soucinu pristupovali jako k vyrazu 13.

Definice. Necht a = (vy,...,v,) a 3 jsou baze ve vektorovém prostoru V. Ctvercovou
matici (id)g, spliujici

(id) ga(—, 1) = (vi)s,
tedy

(id)ga = ( (v1)s | (v2)s |- | (vn)s )

nazyvame matice prechodu od bdze o k bazi (3.

Poznamka. Uvédomte si, ze vzhledem k jednoznacnosti soutradnic je také matice pre-
chodu urcena jednoznac¢né. Oznaceni matice prechodu bude jasné pozdéji, povSimnéte
si obraceného potadi bazi v indexu (id)gq.

Priklad 22. Nyni ukdZeme motivaci pro definovani dal$itho soucinu. Necht «, § a vy
jsou tii baze ve V. Novy soucin bude definovan tak, ze matice pfechodu od a ke vy
bude souc¢inem matice prechodu od [ ke v s matici pfechodu od « k .

Necht tedy M a N jsou matice n x n. Jejich soué¢inem nazveme matici P typu n x n
spliujici proz=1,...,na j=1,...,n vztah

P(%]) = M(iv_) ’ N(—7j),

tedy v i-tém tadku a j-tém sloupci soucinu je soucin ¢-tého radku M s j-tym sloupcem
matice N.
Vratme se k motivaci. Vime, Ze pro kazdé u € V je

u=a-(u)e="7"(id)q - (t)a-
Zaroven ale
u=a-(u)e=0"(1d)sa(u)a =7 (id)s - (id)sa - (1)a
Protoze matice pfechodu je dana jednoznacné, musi platit
(id)va = (id)vﬁ ) (id)ﬁa-
Soucin na pravé strané je pak praveé soucin ¢tvercovych matic definovany vyse.

Poznamka. Uvédomte si, Ze soucin ¢tvercovych matic je operace z algebraického
hlediska, nebot je to zobrazeni

-t Mat, s (R) X Mat,x,(R) — Mat, x,(R).

Priklad 23. Soucin matic n X n je asociativni operace, nebot pro kazdé M, N, P €
Mat,, ., (R) je

a naopak

(M- (N-P))(.j) = M(i, =) - (V- P)(=.j) = M(i,=) - N - P(~, )
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Ujistéte se, ze dobfe rozumite vyse uvedenému zapisu. Uvédomte si také, ze ze zapisu
plyne, ze -ty fadek soucinu matic M a N je soucinem i-tého fadku M s matici N.
Promyslete si, jak tento fakt plyne z definice ndsobeni n-fadku matici n x n (viz
ptiklad 21). Déle si rozmyslete podobny fakt pro sloupce.

Poznamka. V poznamce k prikladu 20 jsme se zamysleli nad tim, pro¢ nedefinovat
souc¢in n-radku s n-faddkem ¢i naopak n-sloupce s n-sloupcem. Nyni, kdyz znate soucin
¢tvercovych matic, se mizete zamyslet, s jakymi obtiZemi by se definoval sou¢in ma-
tic, pokud bychom chtéli vyjit napr. od soucinu n-fadkd. Uvazme takovy soucin ,,po
rfadcich“. Predevsim vibec neni jasné, ktery prvek ve vysledné matici kam psat, na
rozdil od soucinu, ktery jsme definovali my. Pfipustme ale, Ze bychom zavedli néjakou
konvenci, napt. takovou, ze v i-tém fadku a j-tém sloupci soucinu je soucin i-tého
rfadku s j-tym radkem, tedy napf. u matic 2 X 2 dostaneme

a b e f\ _[ae+bf ag+0bh
c d) \g h) \ce+df cg+dh)"

Takovy soucin ale nebude asociativni! Vyzkousejte

a b\ (e [\ (it J

c d g h k1
a okamzité vidite, ze v prvnim fadku prvnim sloupci vysledné matice je pfi jednom
uzévorkovani aei 4+ bfi + agj + bhj a pti druhém aei + afj + bek + bfl.

Promyslete si dobie, zZe asociativitu neziskate ani pfi jiné konvenci usporadani prvki.
Formalni diikkaz tohoto tvrzeni by byl zdlouhavy a nebudeme jej uvadeét.
Cviceni. Ovérte, Ze matice E,, typu n x n definovana predpisem
. lproi=7
En(i,7) =19,
0 jinak,

je jednotkovym prvkem vzhledem k nasobeni matic n x n.

Poznamka. 7 prikladu 18 plyne, Zze pro kazdou bézi « ve vektorovém prostoru V'
dimenze n je (id)no = En.

Priklad 24. Vratme se na chvili k nasobeni fadkt sloupci. Nasobeni n-fadku n-
sloupcem je zleva i zprava distributivni operace, coz plyne piimo z distributivity na-
sobeni v R. Pfesnéji, pro libovolné M, N € Mat,(R) a P,Q € Mat, 1 (R) plati

M-(P+Q)= Z M(1,4) - (P(i,1) + Q(i, 1))

:Z(M(17z')-P(z',1)+M(1,i)-Q(i,l)) =M-P+M-Q
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a podobné

(M+N)-P=> (M(Q1,i)+ N(1,4)) - P(i,1)
i=1
=> (M(1,i)-P(i,1)+ N(L,4) - P(i,1)) =M - P+ N - P
i=1
Predevsim z toho plyne, Ze pro libovolnou linearni kombinaci vektort vy,...,v, € V
a libovolnou bazi a ve V' plati

(Cl'U1+"'+Ck"Uk)a:Cl'(U)1+"'+Ck'(U)k-

Necht nyni A, B,C' € Mat,,«,(R). Protoze sou¢in ¢tvercovych matic je definovan tak,
ze v i-tém tadku a j-tém sloupci matice A - B je soudin i-tého sloupce A s j-tym
sloupcem B, plyne z distributivity nasobeni fadkt sloupci také

A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C.

Dusledek. Z uwvah v predchozich dvou prikladech a z predchoziho cviceni vyplyvd, Ze
(Mat,xn(R),+, ) tvori okruh, pricemz nulovd matice 0,, je nulovy prvek a jednotkovd
matice E, je jednotkovy prvek.

Poznamka. Zduraznéme, Ze tento okruh je podstatné vyznamnéjsi nez vyse uvedeny
okruh (Mat,«,(R),+, *) s ndsobenim po slozkéch, jehoz zavedeni nemélo jiny smysl
nez ilustrovat na piikladech pojem okruhu.

Priklad 25. Nechf V je vektorovy prostor nad polem K dimenze n Necht «, 3 jsou
libovolné baze. Pak vzhledem k piikladu 18 a z jednoznacnosti matice prechodu plyne

(id)ga - (id)ag = (id)gs = En

a tedy (id)ga je inverzni prvek k (id),s vzhledem k nasobeni matic. Specielné to zna-
mena, ze kazda matice prechodu méa inverzni prvek.

Tedy mnozina matic pfechodu tvori grupu vzhledem k nasobeni, nazyva se obecnd
linedrni grupa a zna¢ime ji GL(n,K). Tato grupa neni komutativni, napf.

(63 Go)=( )
(12) 63 )

To predevsim znamend, ze (Mat,,x, (K), +, -) neni komutativni okruh a Ze obecnéji pro
libovolné R okruh (Mat,,«,,(R),+, -) neni komutativni.

Jak ale ukazat, ze vyse uvedené matice jsou skutecné maticemi prechodu? Existuji
viibec néjaké matice typu n x n, které by nebyly maticemi prechodu?

Predevsim lze ukazat, ze pro libovolné n nema nulova matice 0, inverzni prvek.
Skute¢né, pro kazdé M € Mat,, «,(K) je

0,-A=A-0,=0,.
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Protoze uz vime, ze kazda matice prechodu méa inverzni prvek, nemuze byt nulova
matice matici prechodu.

Poznamka. Podobné jako GL(n,K) v (Mat,«,(K), +, -) je v kazdém okruhu mnozina
prvki, které maji inverzi (tzv. invertibilnich prokid) grupou vzhledem k nasobeni. Pfi-
pomenime, ze v netrivialnim poli je jedinym prvkem bez inverze nulovy prvek. Naopak
napi. v Z jsou invertibilnimi prvky pouze 1 a —1. V dalsim textu budeme postupné
sméfovat k tomu, zda je invertibilnich matic (tedy matic pfechodu) spise ,méalo“ po-
dobné jako v Z, nebo ,vétsina“ podobné jako v poli.

Cviceni. Necht M a N jsou matice pfechodu. Dokazte, Ze pak
(M-N)"t=N"1. M1
Piiklad 26. Bud « = (vy,...,v,) baze V. Oznaéme

5 - (Ula ey Ui—1,V5, Vi1, -+ -, Uj—1, U4, Vg1, -0 e avn)v
’Y - (Uh -y U1, 0 + Uj7vi+17 R >Un)7
0= (v1,..,0i_1,a "V, Viy1,...,0,), kde a # 0.

Ztejmeé (3,v a J jsou baze. Pak

En(—,k) prok #1,j
(id)ga(=: k) =  En(—,1) pro k = j
En(—,j) pro k=i
) E,.(—k pro k#£1i
()~ ) = ¢ (0 »
En( >Z) (_7.]) pI‘Ok—Z
) E, k) pro k # 1
(ld)ga(—, ]f) _ ( ) b 7é
a-E,(—,i) pro k=1
Povsimnéte si, jak se lisi 3, v a 6 od a. Uvédomte si, ze

(i) = (i)
‘ ) En(—,k) pro k #i
(id)ay (=, k) = {En(_vi) — E.(—,j) prok =i

En(_a k) pro k % v
at-E,(—,i) pro k=1

(id)aé(_v k) = {

Povsimnéte si, ze pro kazdou matici pfechodu M se (id)g, - M 1lisi od M tim, Ze je
vymeénén i-ty a j-ty fadek, M - (id)g, se od M lisi tim, Ze je vyménén i-ty a j-ty
sloupec. Podobné (id),, - M je shodnéd s M az na to, ze k i-tému Fadku je pricten j-ty,
(id)se - M ma v i-tém Fadku a-nasobek i-tého fadku M, pii nasobeni (id),o a (id)sa
zprava podobné pro sloupce.

Maticim (id)ga, (id)ye a(id)se fkdme matice elementdrnich uprav nebo elementdrni
matice.



17

Je snadné odvodit algoritmus (a predevsim dokazat jeho konecénost), pfi némz bu-
deme matici prechodu M postupné nasobit zleva vhodnymi elementarnimi maticemi
tak, ze nakonec dostaneme jednotkovou matici F,,, presnéji

E,=Us -Usq---U - M,
kde Uy oznacuje prislusnou elementarni matici. Pak ale
M*t*=U,-U_{ U

a tedy vysSe uvedeny algoritmus je vlastné efektivnim algoritmem na vypocet inverzni
matice. Tento algoritmus nazyvame Gaussuv eliminacni algoritmus.

Poznamka. Uvédomte si, Ze podle predchoziho cviceni a prikladu je
M=Ut' U

tedy kazda matice pfechodu je souCinem elementarnich matic, nebot inverzni matice
k elementarnim maticim jsou opét elementarni matice — u matic tvaru (id),g a (id)as
je to zfejmé, matici (id),, dostaneme vynasobenim elementarni matice pro pric¢teni
j-tého k i-tému radku matici pro nasobeni j-tého radku skalarem —1.

Cviceni. Formulujte presné algoritmus Gaussovy eliminace a dokazte jeho konecnost.

Priklad 27. Uvazme v Q[z]; bazi € = (1, x). Prozkoumame, zda je matice
1 2
=3 %)

1 2
(1,z) - (3 4) = (14 3,2+ 4x),
ovétime, zda vektory 1 4 3z a 2 4 4z jsou linedrné nezavislé. Pfedpokladejme, ze

a-(1+3x)+b-(2+4x) =0,

matici prechodu. Protoze

pak
a+2b=0
3a+4b=0
podle porovnani koeficientil u stejnych mocnin. To je ale mozné jediné tehdy, pokud
a =0=0atedy 1+ 3z a 2+ 4x jsou linedrné nezavislé vektory. Protoze je jich
stejny pocet jako vektori baze (1, z), je také a = (1 + 3x,2 + 4x) baze v Q[z]; a tedy
matice M je matici pfechodu, M = (id),.. Jeji inverzi je pak matice pfechodu od « k
g, tedy matice slozend ze sloupcti soutadnic (1), a (), které ziskdme z rovnic
l=a-(143z)+b-(2+4x)
r=c-(1+3z)+d-(2+4x)

= ()= () 0= )

a ovérte vypoctem, ze vysledna matice prechodu je skutecné inverzni k M.

Dostavame pak
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Poznamka. Promyslete si, jak jsme v pfedchozim ptikladu dokéazali, ze matice M
je matici prechodu. Jadrem dtikazu je to, zda jsou vektory usporddané n-tice ¢ - M
linedrné nezavislé. To je v jistém smyslu vnéjsi kritérium, protoze zkoumame, jak se
matice chova. Nasledujici tvrzeni popisuje vnitini kritérium, zda je matice M matici
prechodu, tedy kritérium vyuzivajici jen prvkd matice M.

Tvrzeni. Necht o = (vq,...,v,) je baze ve V nad K a M € Mat, »,(K). Pak uspo-
radand n-tice vektord o - M je linedrné nezavisla ve V' prdve tehdy, kdyz jsou sloupce
matice M linedrné nezavislé jako vektory v Mat,,»1(K).

Poznamka. Uvédomte si dobfe, Ze linearni nezavislost sloupcti M znamenad, ze kazda
linedrni kombinace

ci-M(—, 1)+ +c¢,-M(—n)=0
je trividlni, tedy c¢; = - -+ = ¢, = 0. Zapisme formalné skalary cy, ..., ¢, jako n-sloupec
¢, tedy ¢(i,1) = ¢; proi = 1,...,n. ProtoZze nasobeni v K je komutativni, lze pfepsat
predchozi vyraz jako

M(=,1)-c¢(1,1)+---+M(—,n)-c(n,1) =M -c.

To je mimochodem jeden z diivodi, proc¢ jsme pozadovali v definici pole komutativitu
(tedy komutativitu ndsobeni). Uvédomte si také, Ze jsme uplné stejnou zménu zapsiu
provedli jiz ve vyrazu 13.

Mizeme tedy fici, ze sloupce matice M jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, pokud
jediny n-sloupec ¢ spliujici M - ¢ = 0 je nulovy.

Nyni dokézeme tvrzeni.

Diikaz. K dikazu vyzijeme zapis linearni nezavislosti v 14. Piedpokladejme, ze a - M
je linedrné nezavislé. Necht pro n-sloupec ¢ plati M - ¢ = 0. Pak ale a- M - ¢ =0 a
tedy c je linearni kombinace, ktera nuluje .- M. Z linearni nezavislosti ao- M je potom
c =0 a tedy M ma linedrné nezavislé sloupce.

Naopak, necht M ma linedrné nezavislé sloupce a (a-M)-c = 0 pro n&jaky n-sloupec
c. Pak ale z linearni nezavislosti a plyne, ze M - ¢ = 0 a z linearni nezavislosti sloupcti
M dostéavame ¢ = 0, tedy « - M je linedrné nezavisla. Tim je diikaz ukoncen. U

Priklad 28. Pov§imnéme si nyni prostoru n-sloupct nad K. Neni tézké ovérit, ze
sloupce jednotkové matice F,, tvori bazi tohoto prostoru, oznacme ji €. Presnéji,

e = (Eu(—,1),...,Ey(—,n)).
V této bazi je i-ta souradnice vektoru ¢ rovna prvku ¢(i, 1), tedy i-tému prvku sloupce.
To muze byt silné matouci, protoze pii nevhodném zapisu miize byt problém odlisit
vektor soufadnic od vektoru samotného. Skutecné, (c). = c.
Uvazme nyni n-sloupec d, ktery ma vSechny prvky d(i,1),...,d(n,1) rovny nule.
Uvédomte si, ze pak d € Lin (En(—, 1),....,Ey(—,i— 1)) Tedy matice, kterd ma v
1-tém sloupci na i-tém misté nenulovy prvek a dale nuly, méa linedrné nezavislé sloupce.

Ptipomenme, ze jsme v 26 ukézali, Zze Gausstiv elimina¢ni algoritmus matici pfe-
chodu postupnym nasobenim elementarnimi maticemi prevede na jednotkovou matici.
Co se ale stane, pokud matice M neni matici pfechodu a budeme ji postupné nasobit
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elementarnimi maticemi zleva? Nesouvisi to néjak s tim, jak vypadaji a kolik je téch
¢tvercovych matic, které nejsou maticemi prechodu?

Abychom dokazali odpovédét na tyto otazky, budeme muset zcela zménit pohled na
matice a zavést dokonce novy druh soucinu matic.

3. LINEARNI ZOBRAZENI, VEKTOROVE PODPROSTORY A SOUSTAVY ROVNIC

Priklad 29. Necht M € Mat,.,(K) a v € V je libovolny vektor se soufadnicemi
(v)o vzhledem k néjaké bazi . Dokud jsme chépali matici M jako matici pfechodu,
predpokladali jsme, Ze existuje néjaka baze 3 ve V tak, ze

(v)5 = M - (v)..

Nyni ale uvazujme jen jednu bazi a chapejme M - (v), jako soufadnice néjakého
jiného vektoru vzhledem k .. Timto procesem je definovano zobrazeni V' — V', pfesnéji,
dostavame zobrazeni f : V — V splnujici

f)=a-M-(v),.

Zdlraznéme, ze je to iplné jiné pouziti matice nez dosud — zatimco pfi nasobeni matici
prechodu se ménily zaroven soutadnice a baze a vektor zlistaval stale tyz, nyni se méni
soufadnice a vektor, ale baze zistava stejna.

Poznamka. PovSimnéte si, Ze pokud mé M linedrné nezavislé sloupce a vy, ..., v
jsou linedrné nezavislé, pak i f(vy),..., f(vx) jsou linedrné nezévislé, specielné f(«)
je opét baze a obrazem vektorového prostoru V' v zobrazeni f je opét V. Protoze je
nasobeni matice n-sloupcem distributivni podle 24, plati navic pro kazdé u,v € V a
kazdé c € K

(16)  flutv)=a-M-(u+v)a=a-M-(w)o+a-M-()e= fu)+f(v)
(17) fleceu)y=a-M-(c-u)=a-M-c-(u)y=c- f(u)..

Definice. Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym polem K. Zobrazeni
f 'V — W spliujici vlastnosti 16-17 nazyvame linedrni zobrazeni.

Poznamka. Nemad smysl uvazovat linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory nad
riznymi poli, protoze ve vlastnosti 17 pak na obou stranach rovnosti nevystupuji stejné
skalary.

Cvicéeni. Necht f : U — V a g : V — W jsou linedrni zobrazeni. Dokazte, ze pak
také go f : U — W je linearni zobrazeni.

Cviceni. Necht V je vektorovy prostor nad K a a = (vy, ..., v,) jeho béze. Oznac¢me
prifazeni souradnic vzhledem k bazi o symbolem

a:V — Mat,x1(K), kde a(v) = (v),.
Dokazte, ze jde o linearni zobrazeni.

Necht V' a W jsou dva vektorové prostory nad stejnym polem K. PopiSeme vSechna
linearni zobrazeni mezi témito vektorovymi prostory. Napred ale musime mirné zobec-
nit soucin matic.
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Definice. Necht M € Matyy,(R) a N € Mat;y,,(R). Definujme sou¢in matic M a N
jako matici P € Matyx,(R) spliujici

P@?]) = M(iv _) ) N(_’j)’
kde nasobeni na pravé strané oznacuje nasobeni [-fadku [-sloupcem.

Poznamka. Vidime, Ze toto nasobeni je formélné definovano stejné jako nésobeni
¢tvercovych matic v 22. Uvédomte si ale, ze v zddném pripadé nejde o operaci nebo
néco podobného. Nasobeni ¢tvercovych matic je pritom specialnim pfipadem prave
definovaného nasobeni. Uvédomte si, Ze bez predpokladu stejného poc¢tu fadkt v matici
M jako sloupcii v matici N by nebylo mozné nasobeni definovat.

Uvédomte si také, ze nasobeni n-sloupce zleva matici n x n je specialnim ptripadem
pravé definovaného nasobeni matic, podobné nasobeni n-fadku matici n x n zprava
(véetné formalné ponékud odlisného nasobeni usporadané baze matici).

Priklad 30. Necht o« = (vq,...,v,) je baze vektorového prostoru V' nad polem K a

B = (wy,...,wg) je baze vektorového prostoru W nad tymz polem K. Mé&me matici
M € Matgy,(K). Necht v € V' je libovolny vektor. Pak
M- (v)a

je k-sloupec, ktery mizeme ho chapat jako sloupec soufadnic néjakého vektoru ve W
vzhledem k bézi (3, neboli jinak feceno, nasobeni matici M zadava zobrazeni f:V —
W spliujici

fv)y=p8-M:(v)a
Cviceni. Dokazte, 7e f : V — W z piedchoziho prikladu je linedrni zobrazeni, tedy
zobrazeni spliujici 16 a 17.
Poznamka. Uvédomte si, Ze z jednoznacnosti souradnic plyne, Zze nasobeni matici M

pfevadi soufadnice vektoru v vzhledem k bazi o na souradnice vektoru f(v) vzhledem
k bazi (.

Priklad 31. Necht f: V — W je linedrni zobrazeni, o = (vy,...,v,) je baze ve V a
[ baze ve W. Definujme matici (f)g, predpisem

(f)pal=11) = (f(vl))g
Pak ziejmé pro kazdy vektor v € V' plati
f)=f(a: (v)a) = (fpa+ (V)
z definice matice (f)g, a linearity f.

Definice. Matici (f)g, z pfedchoziho pfikladu nazyvame matice linedrniho zobrazent
f:V — W wvzhledem k bazim « a (3.

Cviceni. Dokazte, Ze matice zobrazeni je dana jednoznacné.

Priklad 32. Uvédomte si predevsim to, ze kazdé linedrni zobrazeni je tplné urceno
hodnotami na bazi, pfesnéji, necht f : V' — W je linearni zobrazeni a a = (vy, ..., vy,)
je baze ve V, pak pro kazdy vektor v € V je vektor f(v) € W z vlastnosti 16 a 17
roven
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kde f(«) oznacuje obraz baze «. Nejde vlastné o nic jiného nez v piikladu 30.

Disledek. KaZdé linedrni zobrazeni je plné urceno matici zobrazeni vzhledem ke zvo-
lengym bazim, tedy linedrnich zobrazeni je ,pravé tolik jako matic”.

Poznamka. Srovnejte si, jak je definovana matice pfechodu a matice zobrazeni. V
matici zobrazeni (f)g, jsou v i-tém sloupci soufadnice obrazu i-tého vektoru baze o
vzhledem k béazi 5. V matici pfechodu (id)s, jsou v i-tém sloupci soutadnice i-tého
vektoru baze v vzhledem k béazi 6. Podobnost neni nahodna, naopak. Tuto podobnost
také odrazi dosud nevysvétlené znaceni matice prechodu. Identické zobrazeni V' — V'
zadané predpisem id(v) = v je jisté linedrni. Jsou-li v a § baze v témze vektorovém
prostoru V, je matice pfechodu (id);, matici linedrniho zobrazeniid : V' — V vzhledem
k bazim v a §.

Poznamka. Dosud jsme se nezabyvali algebraickymi vlastnostmi obecného nasobeni
matic. Protoze skladani zobrazeni je vzdy asociativni a nasobeni matic predstavuje
(linearni) zobrazeni, je také nasobeni matic nutné asociativni. Diky tomu jsme se
vlastné nemuseli zabyvat vypoctem v prikladu 23.

Cviceni. Necht f: U — V a ¢g:V — W jsou linedrni zobrazeni, o baze U, 3 baze V
a v baze W. Dokazte, ze plati

(go f)va = (9)75 ) (f)ﬂa'

Poznamka. Nyni je vhodné chvile, abychom zduvodnili, pro¢ piseme baze do fadki
a souradnice do sloupct. Uz jsme vysvétlili, Ze nemuzeme psat oboji do radki ¢i
sloupctl, protoze by pak nebylo mozné definovat asociativni nasobeni mezi ¢tvercovymi
maticemi, takze Slo o zasadni problém. Zapis bazi do fadkid a souradnic do sloupcti
je jen konvence, ale jde o specidlni pripad velmi obecné konvence. Uvédomte si, ze
maticemi zobrazeni nasobime n-sloupce souradnic zleva. Kdybychom soutradnice psali
do tadki, museli bychom néasobit matici zobrazeni zprava. Kdybychom pak skladali
dveé linearni zobrazeni, napt. f : U — V a g:V — W, psali bychom

(go f)va = (f)pa - (9)vs-

Protoze se vzilo skladani funkci zleva, je vhodné stejnym zptisobem zavést i skladani,
tedy nasobeni, matic zobrazeni.

Autor textu si dovoluje podotknout, Ze osobné povazuje skladani funkci zleva za
nevhodny prezitek a dal by pfednost psani, ke kterému uz presla ¢ast matematikt
zabyvajicich se teoril kategorii, ktefi pisi napifed argument a pak postupné vsechna
aplikovana zobrazeni, jako napf. y = (z;sin; arccos) ve vyznamu y = arccos ( sin(z)).
nikoli y = ?(z).

Pokud by neékdy doslo k nazorovému zvratu a skutecné se zacalo skladat zprava,
doporucujeme zménit znaceni matic prechodu, tedy pro matici f : V' — W vzhledem
k bazim a ve V' a 3 ve W pouzit symbol (f).g. Pii sklddani pak totiz budou stejné
baze vedle sebe, tedy v

(f; g)ow = (f)a/@ ’ (g)ﬂV
jdeme na pravé strané rovnosti zobrazenim f od « k [ a zobrazenim g od [ ke 7,
coz je jednak estetické, jednak umoznuje kontrolu, zda pracujeme spravné. Uvédomte
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si, ze zdanlivé obraceny zapis, ktery pouzivame pro matice zobrazeni nyni, odpovida
konvenci skladéani zleva.
Priklad 33. Necht V' a W jsou vektorové prostory nad tymz polem, o a 3 baze ve V,
~v a 0 baze ve W, necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak z pfedchoziho cvi¢eni
plyne

(f)6a = (id)ch ) (f>vﬁ ) (id)ﬂa'

Toto tvrzeni lze zachytit prehlednym diagramem

VB (f)'yﬁ W’Y

wnl e

Va (F)sa Ws

kde V,, oznacuje vektorovy prostor V' s bazi a a podobné v ostatnich pripadech. Dia-
gramy tohoto druhu budeme obcas vyuzivat.

Priklad 34. Necht f : V — V je linearni zobrazeni. Pak pfedevs§im matice f vzhledem
k libovolnym bazim ve V' je étvercovd matice. Necht k f existuje inverzni zobrazeni
f1:V =V, tedy

foft=id=f"lof.
Necht « je libovolnd baze ve V. Pak ale

(f © f_l)aa = (id)aa =F
a podobné pro f~! o f. Necht 3 je téz baze ve V, pak podle predchoziho cviceni

(fofNaa = (g (f)sa
a tedy (f71)sa je inverzni matice k (f)ag. (PovSimnéte si, Ze je to inverze oboustranna,
ne jen prava.)

v/

CvicCeni. Zajimavéjsi je vsak to, ze celou tivahu miZeme nyni otocit: Ma-li linearni
zobrazeni f : V — V invertibilni matici (f)g, vzhledem k néjakym bazim a a 5 ve V,
pak je invertibilni. Dokazte, zZe zobrazeni g : V' — V zadané pfedpisem

-1
g0 =a- ((Na) -0
je hledanym inverznim zobrazenim.

Poznamka. Nechf je matice linedrniho zobrazeni f : V' — V vzhledem k bazim « a
§ invertibilni. Pak je invertibilni matice (f)s, pro libovolné baze v a § ve V, nebot

(f)sy = (idof oid)s, = (id)ss - (f)ga - (id)ay
a protoze matice prechodu jsou invertibilni, dostavame

((D5) = (e (Do) - (d)as

Cviceni. Nakreslete si schematické diagramy zachycujici tvrzeni predeslého piikladu
a poznamky. Ujistéte se, ze vSe dobfe chapete.
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Priklad 35. Dosud jsme se nijak nepftiblizili pochopeni toho, jak vypadaji ¢tvercové
matice, které jsou invertibilni. K tomu je potifeba prozkoumat nékteré vlastnosti line-
arnich zobrazeni.

Ptedevsim z vlastnosti linedrniho zobrazeni plyne, Ze nulovy vektor se vzdy zobra-
zuje na nulovy vektor. To vSak znamena, ze pokud zobrazeni f : V — V zobrazuje
nenulovy vektor v € V na nulovy vektor, nemtize mit inverzni zobrazeni. Skutec¢né,
pro kazdé g : V — V pak plati (go f)(v) =0 a tedy (g o f) # id.

To ale znamena, ze pokud jsou obrazy bazovych vektori v zobrazeni f : V — V
linedrné zavislé, neexistuje k f inverzni zobrazeni. Skutecné, necht oo = (vy, ..., v,) je
baze ve V a f : V — V linedrni zobrazeni, necht je netrividlni linedrni kombinace

- flu)+ - +en- flu,) =0.
Pak ale podle 16 a 17 je
fler-vi4-4cp-v,) =0

a protoze « je linearné nezavislé mnozina, znamena to, ze f zobrazuje nenulovy vektor
c1-v1+ -+ ¢, - v, na nulu, tedy f nemize mit inverzi.

Naopak, jsou-li obrazy bazovych vektort linedrné nezavislé, tvori podle poznamky k
pifkladu 29 bézi 8 = (f(v1), ..., f(vs)) ve V a podle 32 stadf linedrni zobrazeni zadat
na bazi, tedy predpisem

g(f(vi)) = v

dostavame linearni zobrazeni g : V' — V| které je zfejmé inverzni k f.

Priklad 36. Necht o = (vy,...,v,) je bdze ve V a = (wy,...,w,) je bize ve W.
Pak f:V — W zadané na prvcich baze «a predpisem f(v;) = w; méa matici

(f)pa = En.

K f ziejmé existuje inverzni zobrazeni f~' : W — V — stadi jej zadat na prvcich
baze (3 predpisem f~!'(w;) = v;. Poviimnéte si, Ze naopak kazdé linearni zobrazeni
mezi prostory stejné dimenze, které zobrazuje bazi na linearné nezavislou mnozinu, je
invertibilni.

Uvazme nyni vektorovy prostor U s bazi v = (uy,...,u) a linedrni zobrazeni g :
U — V. Jeli k > n, nemize byt g(y) linedrné nezavisld mnozina, tedy existuje takovy
nenulovy vektor v € U, ze

g(uw) = g(v+ ()y) = (g)ay - (u); =0.

Pritom ale v je linedrné nezavisla, tedy g zobrazuje nenulovy vektor na nulovy vektor
a stejnou tivahou jako v 35 snadno vidime, ze ke g : U — V nemiize existovat inverzni
zobrazeni.

Je-li k < n, jisté lze definovat linedrni zobrazeni g : U — V tak, Ze g() je linedrné
nezavisla, napt. predpisem g(u;) = v;. Také lze snadno definovat linedrni zobrazeni
h:V — U tak, ze hog=1id : U — U, napt. predpisem

; =1,...
h(v:) = ul“pro 1 sk
0 jinak
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To ale neni inverzni zobrazeni, nebot po inverznim zobrazeni pozadujeme také go h =
id : V — V. Protoze vSak n > k, mizeme aplikovat predeslou ivahu a snadno vidime,
ze takové h : V — U nemiize existovat.

To ovSem znamena, ze invertibilni linearni zobrazeni existuji jen mezi prostory stejné
dimenze, jinak feCeno, matice zobrazeni miize byt invertibilni jen tehdy, pokud je
¢tvercova.

Cvigeni. Vypoctéte matice zobrazeni f 1, g a h z pfedchoziho ptikladu, jak pro piipad
k < n, tak k > n, pokud je to mozné.

Definice. Necht V' a W jsou vektorové prostory nad tymz polem a necht existuji
linedrni zobrazeni f : V — Wa f71: W — Vtak, Ze fofl=id: W — W a
flof =id:V — V. Pak fekneme, Ze prostory V a W jsou isomorfni a piSeme
V ~ W. Zobrazeni f (a také f~!) nazyvadme isomorfismus.

Poznamka. Vzhledem k piikladu 36 uz vime, Ze kone¢nérozmérné vektorové pro-

story jsou isomorfni pravé tehdy, pokud maji stejnou dimenzi. Pov§imnéte si také, ze
isomorfismus je predevsim bijektivni linearni zobrazeni.

Cviceni. Necht oo = (vy,...,v,) je baze ve vektorovém prostoru V' nad polem K. Do-
kazte, Ze zobrazeni o : V' — Mat,, 1 (K) zadané predpisem a(v) = (v), je isomorfismus.
Uvédomte si, jak vypada jeho inverze.

Poznamka. To tedy znamen4, Ze kazdy n-rozmérny prostor je isomorfni s prostorem
n-sloupct. Uvédomte si, ze téchto isomorfismi je praveé tolik, kolik je v prostoru bazi.

Cviceni. Necht « je béze ve V a 3 baze ve W, f : V' — W linearni zobrazeni. Dokazte,
ze matice (f)gq je invertibilni pravé tehdy, pokud je ¢tvercova a ma linearné nezavislé
sloupce.

Poznamka. Vidime tedy, ze matice isomorfismi maji stejné vlastnosti jako matice
prechodu. To umoziiuje chapat G'L(n,K) nikoli jako grupu matic pfechodu, ale jako
grupu matic isomorfismt prostoru Mat,, 1 (K) na sebe.

Priklad 37. Necht f : V — W je linearni zobrazeni, a = (vq,...,v,) je baze ve V. Z
vlastnosti 16 a 17 plyne, ze obrazem f je linearni obal obrazii vektort baze «, presnéji
f(V) =Lin (f(a)).

Oznaceni. Obraz linearniho zobrazeni budeme znadcit Im f.

Dosud jsme o linearnich obalech nefekli celou fadu podstatnych véci. Nejpodstatnéjsi
je ta, ze pro libovolnou mnozinu vektort S C U, kde U je vektorovy prostor nad K, je
Lin(S) C U vektorovy prostor. Skutecné, je-li S = (), je Lin(S) = {0}, coz je vektorovy
prostor. Pokud je S neprazdné, ukazeme, Ze pro libovolné vektory us, ..., u; € Lin(S)
je libovolna linedrni kombinace ¢; - uy + -+ - + ¢ - ug opét prvkem Lin(S). Pfedevsim
kazdy u; musi byt linearni kombinaci prvki S, pisSme

up =dp - T+ dig - Tig + -+ dig, - T,
Pak ale
crug + -+ epu = er(dnzn + -+ duy ) o c(dirn + o digTg,)

coz je ale diky distributivité opét linearni kombinace vektori z S.
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Definice. Necht V' je vektorovy prostor nad polem K a S C V neprazdnd podmnozina,
ktera je vektorovym prostorem vzhledem k operacim souctu a skalarniho nasobeni z
V. Pak S nazyvame vektorovy podprostor ve V.

Piiklad 38. V kazdém vektorovém prostoru V existuji dva vyznac¢né podprostory —
prostor V' samotny a prostor {0}.

Prostor polynomt Q|z],, je podprostorem v Q[z]. Navic pro k& < n je Q[z]x pod-
prostor v Q[z],,. Nejsou to ale podprostory jediné, napf. prostor polynomt se sudymi
dimenzemi

{anz" + -+ a17 + ap; a; € Q, agiy1 = 0}
nebo polynomy s nulovym absolutnim ¢lenem
{apz" + -+ ayz;0; € Q}

jsou také podprostory v Q[z].
V prostoru n-sloupcii jsou podprostorem napt. n-sloupce s nulovym i-tym prvkem

{M € Mat,,«1(K); M(i,1) = 0}.
Nechf N je libovolny pevné zvoleny n-fadek, pak
{N-M =0; M € Mat,«(K)}

je podprostor v prostoru n-sloupcti. Uvédomte si, Ze prostor n-sloupcti s nulovym i-tym
prvkem je specialni pripad pro

_ 1proj=:
N(1,j) = { 0
jinak.
Cviceni. Dokazte tvrzeni predchoziho prikladu.
Cvicéeni. Nechf V je vektorovy prostor nad K a U C V spliiuje
(18) VuvelU :u+velU
(19) VueUVeeK:c-ueUl.

Dokazte, ze pak U je podprostor ve V. Uvédomte si naopak, ze kazdy podprostor musi
splnovat 18 a 19.

Cviceni. Dokazte, Ze prinik vektorovych podprostori je vektorovy podprostor. Roz-
myslete si, zda to plati jen pro prinik kone¢né mnoha mnozin, nebo pro obecny prunik.

Cviceni. Dokazte pomoci predchoziho cviceni, Ze linearni obal mnoziny S C V je
prinikem vsech vektorovych podprostori ve V', které obsahuji mnozinu S. Uvédomte
si, Ze z toho vyplyva, Ze Lin(S) je nejmensi vektorovy podprostor ve V' obsahujici S.

Priklad 39. Podle Steinitzovy véty a jejich dusledki plati, Ze kazdy koneénérozmérny
vektorovy podprostor U C V' mé nejvyse takovou dimenzi, jako prostor V. Necht U
mé bézi o = (uyg, ..., ux), pak lze najit vektory vy, ..., v, tak, ze

62:(ul,...,uk,vl,...,vn,k)
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je baze ve V. (Provedte tento dikaz jako cviceni.) Uvédomte si, Ze potom inkluze
i : U — V, iy(u) = u je linedrni zobrazeni, které ma vzhledem k bazim « a & matici

lproi=

O(n—k)xk jinak,

(iU)aa = ( Ek ) ) pfesnéji (iU)aa(iaj) = {
pti¢emz (iy)aa je typu n x k, kde k < n.

Zapisovat inkluzi jako zobrazeni a vydélit tak podmnozinu U z V' je v mnoha pfi-
padech vyhodnéjsi, obzvlast tehdy, pokud existuje dalsi linearni zobrazeni f : V — W
a zajima nas, jak se chova na podprostoru U. Pak restrikci f|y : U — W snadno
zapiseme jako slozeni f oiy a

(flv)sa = (f)ga - (iv)aa-

Symbolicky to mizeme zachytit diagramem

vew

U

Cviceni. Dokazte, ze obrazem vektorového podprostoru U C V' v linedrnim zobrazeni
f:V — W je vektorovy podprostor f(U) ve W.

Oznaceni. V dalsim textu budeme pouzivat pro nulovou matici typu k X n oznaceni
Orxn jako v predchozim prikladu, pokud vsak budou rozméry ziejmé nebo nebudou
dilezité, spokojime se s oznacenim 0. Pozor, neplefte si matice Oy, s maticemi O;;
z prikladu 16. Nulové n-tfadky a n-sloupce budeme i nadale znacit pouze nulou, coz
vyzaduje jistou pozornost. Také budeme podobné jako v pfedchozim prikladu pou-
zivat matice symbolicky sestavené z matic, tzv. blokové matice. Nebudeme je nijak
peclivé definovat a pokud nebude z kontextu zcela zfejmé, jako matici mame na mysli,
pokusime se ji zadat také presnym predpisem. Pravé blokové matice jako

(g) (E 0) nebo (8 g)

budou v dalsim textu velmi dulezité.

Piiklad 40. Motivaci pro definici vektorového podprostoru pro nas bylo zjisténi, ze
obrazem vektorového prostoru v linedrnim zobrazeni je linedrni obal ur¢ité mnoziny.
Nyni tedy jiz muzeme ¥ici, Ze obrazem prosotru V' v zobrazeni f : V' — W je podprostor
f(v)ycw.

Zajimavou otazkou je, zda kazdy vektorovy podprostor je obrazem néjakého linear-
niho zobrazeni. Necht U C V je vektorovy podprostor, definujme zobrazeni g : V' — V

predpisem
vprov e U
g(v) =, .
0 jinak.
Ukazme, Ze toto zobrazeni je linedrni. Necht u,v € V, ¢ € K. Pak predevs$im u € U
pravé tehdy, kdyz c¢-u € U, nebot U je vektorovy podprostor, tedy ¢ splituje 17. Je-li
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u+v € U, pak také
glu+v) =u+v=g(u)+g).
Neni-li u + v € U, je vice moznosti. Necht u € U je nenulovy vektor a v & U. Pak
0= g(u+v)# g(u)+ g(v), protoze g(u) = u # 0.

Takhle snadno to tedy nejde!
Zvolme tedy bézi a v U a dopliime ji na bazi a jako v predchozim piikladu. Defi-
nujme zobrazeni g : V' — V pomoci matice zobrazeni. Necht tedy

(9)aa(i,j) = { By Okx (n—k) >

On—k)yxk  On—k)x(n—k)

L ?ro i=Jsk symbolicky (¢)aa = (
0 jinak,
Takovému zobrazeni se fika projekce na podprostor U a vétsinou se znaci pry;. Protoze
jde o zobrazeni zadané matici zobrazeni, je linearni. Ujistéte se, Ze spliiuje to, co
spliiovat méa: prvnich & bazovych vektoru (a tedy i vSechny jejich linedrni kombinace)
posila na sebe, ostatni na nulu. Obrazem je tedy pravé linearni obal baze «, tedy
podprostor U.

Ukéazali jsme tedy, ze kazdy vektorovy podprostor je obrazem vektorového prostoru
ve vhodném linedrnim zobrazeni.

Priklad 41. Existuje ale také jiny pohled na vektorové podprostory. Necht V' a W jsou
vektorové prostory a f : V — W linearni zobrazeni. Necht U je vektorovy podprostor,
nyni ale v prostoru W.

Vzorem U rozumime mnozinu f~1(U) = {v € V; f(v) € U}. Tato mnoZina je
vektorovy podprostor ve V| nebot pro u,v € f~1(U) a ¢,d € K je f(u), f(v) € U a
tedy

flcrut+d-v)y=c-flu)+d-f(v)eU
diky linearité f a tomu, ze U je podprostor ve W, tedy c-u+d-v € f~(U) a f~1(U)
je podprostor ve V.

Uvazme obzvlast podprostor {0} C W. Jeho vzor nazyvame jddro linearniho zobra-
zeni f:V — W a znacime ker f.

Poznamenejme, ze jadrem zobrazeni h : S; — Sy mezi mnozinami se rozumi relace
ekvivalence = na S definovand s = r < h(s) = h(r). Pravé definované jadro linearniho
zobrazeni ale neni relaci ekvivalence, nybrz mnozinou. Pomoci jadra ale lze definovat
relaci ekvivalence J; takto:

Je(v1,v2) <= v; — vy € ker f.

Relace J; je pak jadrem ve smyslu relace ekvivalence. PovSimnéte si, Ze ker f je tfidou
rozkladu V' podle J¢, v niZ je obsazen nulovy vektor.

Podobné jako v pfedchozim prikladu mtzeme ukézat, ze kazdy vektorovy podprostor
je jadrem vhodného linearniho zobrazeni. Necht U je podprostor ve V. Oznacme

v+U={v+uuelU}
a definujme relaci

vy + U ~ vy + U pravé tehdy, kdyz vy — vy € U.
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Nyni polozme
VIU={v+UveV}/~
a definujme operace
+:V/UXxV/U — V/U ptedpisem (v; +U) + (va+U) = (v1 +v2) + U
K xV/U — V/U pfedpisem c¢-(v+U) = (c-v)+U

Cviceni. Dokazte, Ze ~ je relace ekvivalence a Ze mnoZina V/U s operacemi defino-
vanymi vyse tvori vektorovy prostor nad polem K.

Definice. Vektorovému prostoru V/U fikdme faktorovy vektorovy prostor.

Cvic€eni. Nyni definujme zobrazeni g : V' — V/U ptedpisem g(v) = v + U. Dokazte,
ze toto zobrazeni je linedrni a ze kerg = U.

Dokazali jsme, ze kazdy vektorovy podprostor je jadrem vhodného linearniho zob-
razeni.

Poznamka. Povsimnéte si, ze specielné V/V ~ {0} a V/{0} ~ V.

CvicCeni. Necht o = (uy,...,ux) je bdze U C V a & = (ug,..., U, V1,..., V5 k) j€
baze V. Dokazte, ze pak (v1 + U, ..., v,k + U) je baze V/U.

Priklad 42. Nechf « je baze V a (3 baze ve W a f : V — W linearni zobrazeni. Pak

ker f = {v € V;(f)ga(v)a = 0}.
Vyraz
(f)pa(v)a =0

predstavuje soustavu linedrnich rovnic a vektory v, které této soustavé vyhovuji, se
nazyvaji reseni soustavy. Formalné miizeme sestavit soustavu linearnich rovnic pomoci
matice soustavy A € Matyx,(K) a n-sloupce nezndmych x € Mat,,»1(K) jako vyraz

A-xz=0.

Nebudeme uvazovat soustavy nad obecnym okruhem skalart a nebude nas ani zajimat
fesitelnost takovych soustav.

Mnozina vSech nezndmych tvoii vektorovy podprostor v Mat,, 1 (K), nebot pro li-
bovolna feseni x; a x5 a skalary ¢y, co plati

A-(c1 w1+ m9)=c1-A-x14+c-A-29=0
diky distributivité nasobeni matic.

Priklad 43. Necht U je podprostor ve V a « béaze ve V. Pak soufadnice vektoru z U
tvori FeSeni vhodné soustavy linearnich rovnic, tedy podprostor v Mat,, 1 (K). Ukézali
jsme totiz, ze kazdy vektorovy podprostor je jadrem vhodného linedrniho zobrazeni.
Matice tohoto zobrazeni je pak matici pfislusné soustavy linearnich rovnic.

Zvolme bazi a ve V tak, ze prvnich k vektorti generuje U. Uvédomte si, ze pak
matici zobrazeni p : V' — V/U je matice (Onx(n_k)\Ek).

Z této matice je dobfe vidét, ze dimenze V/U je rovna dimV — dim U, coz uz ale
vime.
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Plati ale obecnégjsi tvrzeni. Necht f : V — W je linearni zobrazeni, pak
dimV = dimker f + dim Im f.

Nejjednodussi metodou diikazu je zvolit ve V bazi a = (vy, ..., v,) takovou, ze ker f =
Lin(vy, ..., vg). Uvédomte si, ze f(vgy1),- .-, f(v,) jsou linedrné nezéavislé vektory, ne-

bot kdyby néjaka jejich linedrni kombinace byla nulova, patfila by do ker f. Tim je
diikaz ukoncen.
Zvolme ve W béazi = (f(ka, oo flop),w, . ,wl). Pak je

lproi=7>k

0 jinak, neformalné tedy (f)g, = ( 8 g ) ,

(f)sali, J) = {
coz pfipomina situaci p : V. — V/U. Je-li f surjektivni, spodni fadek nul v (f)g, zmizi.
Tak je tomu pravé v piipadé p: V — V/U.

Uvédomte si, ze je-li jadro trivialni, zmizi sloupec nul vlevo. PovSimnéte si, ze jadro
je trividlni pravé tehdy, je-li zobrazeni f prosté, nebot
f(u) = f(v) implikuje 0 = f(u) — f(v) = f(u —v) a tedy u — v € ker f.
Potiebujeme-li tedy ovérit, zda je linedrni zobrazeni prosté, staci ukazat, ze vzorem
nulového vektoru je pouze nulovy vektor.

Priklad 44. Necht f: V — W je linedrni zobrazeni a zvolme takové baze, Ze

=05 )-

Nyni definujme zobrazeni ' : V — Im f pfedpisem f'(v) = f(v), tedy f’ splyva s f,
ale jeho obor hodnot je jen Im f. Tedy f’ je surjektivni a jeho matice

(Nza=(0 E),

kde baze B je vytvorena z baze (3 tak, ze vynechame vektory negenerujici Im f.
Pfipomenime, Ze inkluze ker f do V je linearni zobrazeni. Zvolme v ker f bazi «,
kterou vytvofime z o vypusténim vektorti, které negeneruji ker f. Pak

(iker f)aa = <§)

(fotkers)zz=(0 E)- (g)

je nulova matice. Situaci lze zachytit diagramem

a povSimnéte si, ze

Um f

vyl

iker f
e

ker f

Cviceni. Urcete rozméry vSech matic v minulém piikladu, nahradte symboly FE a 0
presnymi oznacenimi Ej a 0,,x,. Uvédomte si také, jaké rozméry ma matice inkluze
ity Im f— W.
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Priklad 45. Vratme se k soustavam linearnich rovnic. V piikladu 38 jsme vidéli, ze
mnozina

Z ={N-M =0;M € Mat,»1(K)}

je podprostorem v prostoru n-sloupcii. Vyraz N - M = 0 predstavuje ovSem soustavu
linedrnich rovnic, kterd je sloZena z jediné rovnice. Dimenze feSeni této soustavy je
rovna n — 1. To proto, ze N je vlastné matici surjektivniho linedarniho zobrazeni f :
Mat, «1(K) — K zadaného pfedpisem f(M) = N - M, mnoZina FeSeni soustavy je
jadrem tohoto zobrazeni a dimenze K je rovna jedné. Podle vztahu dim V' = dim ker f+
dim Im f dostavame, ze dim Z = n — 1.

Ve skutecnosti jsme se v predchozim odstavci dopustili hrubé chyby. Pokud by N
byl nulovy fadek, neni f surjektivni a dimIm f = 0, tedy dim Z = n. To souhlasi s
tim, ze kazdy n-sloupec M je feSenim soustavy 0 - M = 0.

Definice. Vektorovy podprostor U C V| jehoz dimenze je rovna dim V' — 1, nazyvame
nadrovina.

Priklad 46. Necht U a W jsou nadroviny ve V', dim V' = n. Uvazme prunik U N W.
To je vektorovy podprostor ve V. UkaZeme, Ze jeho dimenze je bud n — 1 nebo n — 2.
Vime, 7e U je jadrem p : V — V/U. Pokud je p(W) = {0}, je W podprostor v U.
Protoze vsak U a V maji stejné dimenze, je U =W adimU NV =n — 1.

Ozna¢me « bazi v U a [ bazi ve W. Pokud p(W) # {0}, znamena to, ze ve W
existuje vektor w, ktery neni prvkem U. Podle Steinitzovy véty je Lin(a U {w}) =V,
takze kazdy dalsi w' € W spliiujici p(w’) # 0 je lineadrné zavisly na w. Nyni opét podle
Steinitzovy véty lze nahradit néktery vektor baze 5 vektorem w. Necht vysledna baze
je (w,v1,...,v,—2) a oznatme v = (vi,...,v,_2). Uvédomte si, ze p(Lin(y)) = {0},
tedy Lin(y) je podprostor U. Protoze w ¢ U, je Lin(y) = UNW adimUNW =n—2,
nebot 7 je linedrné nezavisla mnozina.

Priklad 47. Necht nyni A -2 = 0 je soustava rovnic. Kazdy fadek této rovnice lze
chapat jako n-tadek, tedy fesenim soustavy je priinik nadrovin, které jsou resenimi
jednotlivych rovnic. Jakou dimenzi toto feseni ma? Je-li matice A typu k& X n, mize
byt dimenze feseni n — k az n. (V piipadé, Ze k > n, samoziejmé nemtize byt dimenze
feSeni zaporna.)

Skutecné, protoze prostor feseni soustavy je jddrem zobrazeni

f: Mat,«1(K) — Matg (K), f(M)=A M,

je dimenze Teseni rovna rozdilu n — dim Im f. Dimenze obrazu f je rovna poc¢tu line-
arné nezavislych sloupct v matici A. Dimenzi feSeni vsak lze vyjadrit i pomoci poc¢tu
linedrné nezavislych radkd, jak nyni ukazeme.

Priklad 48. Necht N; a N jsou dva n-fadky. Ozna¢me
U1 = {Nl T = 0, M e Matnxl(K)}, U2 = {N2 T = 0, M e Matnxl(K)}

a prunik U = U; N Us. Potom U je mnozina TeSeni soustavy rovnic zadané obéma
f‘édky Nl a Ng.

Podle predchoziho prikladu mize U mit dimenzi n, n — 1 nebo n — 2. Prvni pfipad
znamena, ze oba radky jsou nulové.
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Necht tedy dimU = n — 2. Necht M; € U; — U a M, € Uy — U jsou libovolné
nenulové n-sloupce. Predpokladejme, ze Ny a N, jsou linearné zavislé, tedy existuji
skalary a,b € K tak, ze

CZN1+bN2:0
Protoze vSsak Ny - My # 0 a Ny - My # 0, musi byt a =0 = b.

Dimenze U je rovna n— 1 bud tehdy, pokud je prostor feseni jedné rovnice nadrovina
a druhy cely prostor n-sloupcii, nebo pokud jsou U; a U, stejné nadroviny. Ukazeme,
ze v obou téchto pripadech jsou pak N; a N, linedrné zavislé. Je-li jedno z feSeni
cely prostor, je ptislusny n-fadek nulovy a N; a Ny jsou jisté linearné zavislé. Pokud
U, = Uy, zvolme n-sloupec M, ktery neni prvkem U. Oznac¢me a = Ny-M, b= Ny- M.
Zvolme libovolny n-sloupec P. Pak

b-Ni-P—a-Ny-P=0.

Pro P € U je tato rovnost splnéna trividlné. Je-li P € Mat,,«;(K) — U, je pak nenu-
lovym nasobkem n-sloupce M. Kdyby totiz P bylo linearné nezavislé na M, nemohlo
by mit U dimenzi n — 1. Tedy

(b-Ny—a-Ny)-P=b-Ny-¢c-M—a-Ny-c-M=b-c-a—a-c-b=0.

Protoze P byl zvolen libovolné, musi byt b - N; — a - Ny nulovy n-tfadek. Protoze a
a b jsou nenulové, jsou Ny a Ny linearné zavislé.

Dostavame tedy, ze dimenze priniku dvou nadrovin zadanych rovnicemi N; - x =0
a Ny -2 =0 je rovna n — dim Lin({ Ny, N2 }).

Cviceni. Zobecnéte predchozi piiklad na soustavu m rovnic o n neznamych, tedy
presnéji, dokazte, ze ma-li prostor feseni soustavy rovnic dimenzi k£, méa soustava n — k
linedrné nezavislych radk.

Cviceni. Dokazte, ze jsou-li N1 a Ny nenulové linearné zavislé n-radky, jsou nadroviny
{N1-x=0;2 € Mat,«1(K)} a {Ns -z = 0;2 € Mat,»1(K)} stejné.

Priklad 49. Jsou-li N7 a Nj linearné nezavislé n-radky, pak jsou predevsim nenulové
a tedy FeSeni soustav Ni-z = 0 a No-x = 0 jsou nadroviny. Necht A je matice sestavend
z Ny a Ny, tedy A(—,1) = Ny a A(—,2) = N,. Podle 46 méa prostor FeSeni soustavy
A-x =0 dimenzi n — 1 nebo n — 2.

Nyni vyuzijeme nasledujici trik. Uvédomme si, ze kazdy n-sloupec M zadava zobra-
zeni f : Maty,(K) — K pfedpisem f(NN) = N - M. Zvolme libovolnou bazi prostoru
feSeni soustavy. Ze sloupcti baze sestavme matici B. Nyni zfejmé n-tadky N; a Ns
patii do prostoru fesSeni soustavy y - B = 0. Protoze jsou N; a N, linedrné nezavislé
a tedy prostor feseni soustavy mé dimenzi nejméné 2, miize mit podle predchozich
ptikladd a cviceni B nejvyse n — 2 nezavislych sloupci (diky tomu, Ze je celd soustava
,otocend“, musime namisto fadkt v matici B pracovat se sloupci). Ale jako sloupce
matice B jsme pouzili n-sloupce baze prostoru feseni soustavy A-x = 0, tedy dimenze
prostoru feseni je n — 2.

Cviceni. Zobecnéte predchozi priklad, tedy presnéji, dokazte, Ze méa-li matice soustavy
A -2z =0 k linedrné nezavislych fadki, je dimenze prostoru feseni rovna n — k.
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Poznamka. Uvédomte si, co jsme vlastné dokézali. Necht A -z = 0 je soustava
linearnich rovnic, A typu m x n. Predchozi série prikladii a cviceni ukazala, ze dimenze
prostoru feseni je rovna n — k, kde k je pocet linearné nezavislych radkt matice A.

Jiz ale vime, Ze matici A lze chapat jako matici zobrazeni z n-rozmérného do m-
rozmérného prostoru, pricemz dimenze obrazu tohoto zobrazeni je rovna poc¢tu linearné
nezavislych sloupci, feknéme [. Pak ale dimenze jadra je rovna n — [ podle 43. OvsSem
jadro zobrazeni zadaného matici A je pravé podprostor feseni soustavy A -x = 0. Z
toho plyne, ze k = [, tedy pocet linearné nezavislych sloupci je roven poctu linearné
nezavislych radk.

Definice. Pocet linedrné nezavislych sloupct (a tedy i fadkd) matice A nazveme
hodnost matice a znac¢ime h(A).

Cviceni. Dokazte, ze pro A typu n x k a B typu k x m je
h(A- B) < min {h(A),h(B)}.
Néavod: Chéapejte matice jako matice zobrazeni a v§imejte si dimenzi obraz.

Poznamka. Povsimnéte si, jak slozité a zdlouhavé bylo ukézat, Ze je linedrné neza-
vislych sloupctt v matici stejné jako linedrné nezavislych radki. Cely dikaz vlastné
zacina jiz prikladem 46.

Slozitost dikazu neni ndhodna. Pouzili jsme totiz naprosto pfimoc¢arou metodu,
ktera nebyla v zadném piipadé nejefektivnéjsi. Zato je vSak v kazdé Casti pouzita
jedna takika ukazkova metoda, jak podobna tvrzeni dokazovat. V dalsim textu diikaz
provedeme znovu a uvidime, Ze je vlastné velmi jednoduchy.

Budeme potiebovat dva jednoduché fakty o isomorfismech.

Priklad 50. Necht f : U — V je linedrni zobrazeni a g : V' — W isomorfismus.
Protoze isomorfismus je bijekce, je také prosty, tedy ker g = {0} podle 43. Opét podle
ptikladu 43 je pak dimenze g(Im f) rovna dimenzi Im f.

Povsimnéte si, ze stejnym zptisobem lze ukazat, ze dimenze podprostoru se isomor-
fismem neméni.

Specielné to znamend, ze ma-li ¢tvercova matice A typu n x n linedrné nezavislé
sloupce (tj. je matici néjakého isomorfismu), pro kazdou matici B typun x k ma A- B
stejny pocet linedrné nezavislych sloupct jako B.

Priklad 51. Nechf A je matice m X n a necht B je matice isomorfismu, tedy mé
linearné nezavislé sloupce. Necht A ma k < m lineadrné nezéavislych fadka. Uvazme
linearni kombinaci, kterda nuluje fadky A, tedy m-radek ¢ spliujici ¢ - A = 0. Pak ale
c-A-B = 0. Protoze i-ty fadek matice A- B je A(i,—)- B, je ¢- A- B linearni kombinace
radka A - B. Tedy fadky A - B jsou linearné zavislé.

Vyberme nyni vSech k linearné nezavislych radki A a vytvoime z nich matici C'
typu k x n. Ukdzeme, ze také C' - B ma k linearné nezavislych radkia.

Budeme postupovat sporem, pfedpokladejme, ze existuje nenulovy k-radek d spliu-
jici d - C - B = 0. Necht s je libovolny nenulovy n-sloupec, pak

d-C-B-s=0-5s=0.
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Ale radky matice C jsou linearné nezavislé, tedy radek d-C' musi byt nenulovy. Sloupce
matice B jsou linearné nezavislé, takze sloupec B - s musi byt nenulovy. (Pov§imnéte
si, Ze s predstavuje linedrni kombinaci sloupctt B.) Pfitom sloupce matice B tvoii bazi
v prostoru n-sloupcii a protoze je s zvolen libovolné, znamena to, ze n-tfadek d - C' je
po vynasobeni libovolnym n-sloupcem roven nule. To ale muze platit jen pro nulovy
n-rfadek a to je spor.

Uvédomte si, Ze jsme ukazali, Ze matice A - B méa k linedrné nezavislych radka.

Priklad 52. Necht A je matice m x n. Pak ji lze chapat jako matici néjakého zobrazeni
f:V — W vzhledem k vhodnym bazim « ve V a (3 ve W. Necht v = (vq,...,v,) je
takova baze V', Ze ker f = Lin ({vl, . ,vk}). Jiz vime, Ze lze najit bazi ve W tvaru
o= (f(vk+1)7 cee f(vn)a Wi, - - - 7wmfn+k)' Pak Zfejmé

(f)5'y _ ( O(n—k)xk En ) .

Otm—ntt)xt  Om—ntk)x(n—k)

Jiz z 28 vime, Ze sloupce matice F,, jsou linearné nezavislé. Podobné v matici (f)s,
je poslednich (n— k) sloupcti linedrné nezavislych. Je vsak také ziejmé, ze pravé (n—k)
prvnich fadku je linearné nezavislych.

Protoze zmény béaze jsou realizovany isomorfismy id : V. — V aid : W — W
(reprezentovanymi maticemi pfechodu (id),, a (id)ss), je pocet linedrné nezavislych
radki a sloupct stejny i v matici (f)g, = A podle 50 a 51.

Poznamka. Uvédomte si, Ze kromé 51 jsme vlastné jen opakovali obecné tivahy o
linedrnich zobrazenich. Na rozdil od predchoziho piistupu, kdy jsme rovnost poctu
linedrné nezavislych radkt a sloupctt dokéazali pomoci vlastnosti prostori feseni pri-
slusnych soustav, vysli jsme zde p¥imo z vlastnosti matic.

Piiklad 53. Vzhledem k piikladu 26 vime, Ze matice piechodu jsou souciny elemen-
tarnich matic. Pfevedeni obecné matice A na tvar

o)

je tedy realizovano vynasobenim vhodnymi elementarnimi maticemi zprava a zleva.
Néasobeni elementarnimi maticemi zleva provadi zamény radkd, pri¢teni k jinému fadku
a vynasobeni fadku skaldarem. Nasobeni zprava provadi totéz se sloupci. Chapeme-
li v8ak matici A jako matici soustavy a nikoli matici linedrniho zobrazeni, nejsou
elementarni operace se sloupci prilis vhodné. Uvazme soustavu A - z = 0 a provedme
na A né&jakou elementérni sloupcovou operaci, kterd necht je realizovana matici U. Pak
ale dostavame soustavu A - U - x = 0. Necht M je néjaké feseni této soustavy. Thned
vidime, ze M nemusi byt feSenim A - x = 0, necht napf.

() @Y ()
() (-0 6D 0-0+0)

Pak
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Uvédomte si, Ze toto neni problém v ptipadé fadkovych tprav. Necht B je libovolné
elementarni matice nebo obecnéji libovolna matice s linearné nezavislymi sloupci. Pak
podprostory feseni soustav B-A-x = 0 a A-x = 0 jsou stejné. Skutecné, je-li M
feSeni A-x =0, pak B-A-M = B -0 = 0. Naopak necht M je feSeni B- A -z = 0.
Protoze ma B linearné nezavislé sloupce a sloupec A - M je linearni kombinace, ktera
sloupce B nuluje, je nutné A - M = 0. To ale znamena, ze M je feseni A -z = 0.

Poznamka. Shriime vysledky této kapitoly. Matice mohou reprezentovat linearni zob-
razeni a také zadavat soustavy linearnich rovnic. Jadra a obrazy linearnich zobrazeni
tvori vektorové podprostory, feseni soustav linedrnich rovnic také tvori vektorové pod-
prostory. Matice zobrazeni pritom zadava soustavu, jejiz feSeni je jddrem tohoto zob-
razeni.

Matice ma stejny pocet linedrné nezavislych radkt jako sloupcti. Isomorfismy maji
matice zobrazeni n X n s hodnosti n, pokud takovou matici chapeme jako matici
soustavy, ma jen trivialni feseni. Pravé c¢tvercové matice n x n s hodnosti n jsou
invertibilni.
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Pokud ma nékdo zajem, doporucuji pripsat nasledujici véci:
e Horni trojihelnikové matice, diagonalni matice a dalsi grupy matic.
Matice soustav ve schodovém a redukovaném schodovém tvaru.
Transpozice matic.
Kroneckeriv (tenzorovy) soucin matic.
Soucty vektorovych podprostori, predevsim vysvétlit, jak se vypocte ze soustav
zadavajicich jednotlivé podprostory soustava zadavajici soucet.

Mozna by téz stalo za tivahu sestavit sbirku cviceni, sestavenou ze zhovadilych pri-
klad.
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