Linearni zobrazeni na vektorovém prostoru se ska-
larnim soucinem

Definice. Méjme prostor vSech linearni zobrazeni na vektorového prostoru nad C
kone¢né dimenze se skalarnim sou¢inem (V, (,)) na sebe. Takovy prostor se oznacuje
Hom(V,V) . Jedna se opét o vektorovy prostor (rozmyslete si). Mizeme ted definovat
normu 7' € Hom(V, V) nasledovné:

1T} = sup{l|T=]| : € V, ||zf| < 1}

( Rozmyslete si, ze takto definované zobrazeni Hom(V,V) — R spliiuje axiomy
normy a ze navic pro kazdy 7' € Hom(V,V) plati ||T]| < oo )

Poznamka. Pro libovolnou mnozinu M a vektorovy prostor plati, ze Hom(M,V) je
vektorovy prostor.

Poznamka. Jedna se o obecnéjsi princip, rozsifime-li nasi definici i na nékteré vekto-
rové prostory nekoneéné dimense (Hilberovy prostory H) , mluvime pak o tzv. ohrani-
¢enych operatorech. To jsou prvky 7' € Hom(H, H) pro které plati ||T']| < oco. VSechny
nase dalsi avahy a véty plati praveé pro totu tfidu operatort.

Véta. Necht pro T € Hom(V,V) plati, ze (Tx,z) = 0 pro kazdé = € V. Pak T je
trivialni zobrazeni.

Dikaz. Plati tedy (T'(x + y), (z +y)) = 0, (T'(z + w), (z + w)) = 0. Z bilinearity
skalarniho sou¢inu mame (Tx, y)+(Ty, x) = 0a —(Tx, y)+2(Ty, x) = 0. Vynasobenim
druhé rovnice ¢ a se¢tenim dostaneme (T'z, y) = 0 pro kazdé x,y € V. Dosddime y = Tx

a mame celkem (Tz,Tz) = 0 tedy ||Tx|| = 0 a to muze spliiovat jen nulovy vektor.
Tedy T'x = 0. OJ

Poznamka. Uvédomte si, Ze véta neplati, uvazujeme-li vektorovy prostor nad polem
R.

Definice. Pro operator T' € Hom(V,V) definujeme adjungovany linedrni operator
T* € Hom(V,V) jako jediny linearni operator splijici (T'z,y) = (z, T*y) pro v8echna
z,y € V a pro ktery plati ||T']| = || 77| .

Poznamka. Je-1i V konec¢né dimenze, mizeme ve vhodné zvolené bézi skalarni soucin
vyjadiit z+Qy, potom rovnice (Tz)*Qy = ztQT*y jde ptepsat na T+Q = QT* a
celkem mame, 7ze T* = Q'T+Q . T* tedy vzdy existuje a je dan jednoznac¢né.

Poznamka. To, Ze operator existuje a je urcen jednoznac¢ne i pro vektorové prostory
spocetné dimense lze nalézt napi. v [| na str.

Véta. Zobazeni x : Hom(V,V) — Hom(V,V) je involutivni homomorfismus vekto-
rovych prostori (V,+,C) i okruhii (V, 0,+) (kde nasobeni je sklddani funkci a s¢itani
je s¢itani na obraze). Tj. * € Hom(Hom(V,V), Hom(V,V)) , které spliiuje *? = id

Diikaz. Bilinearita skalarniho soucinu zarucuje zachovavani séitani. Nasobeni skala-
rem, skladani: B
(AT, y) = ATz, y) = Mz, Ty) = (z, AT"y)
1



(STx,y) = (Tz,S*y) = (x, T*S*y)
A konecné involuce:
(Tx,y) = (z, T*y) = (T*y,x) = (x,T*y) = (T"z,y)

O

Poznamka. Prisné vzato se o homomorfismus nejedné. Vsiméme si, ze C operuje na
T svou konjungci a operatory se skladaji v opacném poradi. Tomu se fika antihomo-
morfismus. ( Jak to spravit? )

Véta. Pro T € Hom(V, V) plati, ze kerT* = (ImT)* a kerT = (ImT*)*

Dikaz. y € kerT* < Ty =0< (2, T*y) =0(Vz € V) & (Tz,y) =0Vz € V) & y €
(ImT)+ Druh4 ¢ast plati dosadime-li za operator T' jeho adjungci T .

UJ
Definice. T' € Hom(V,V) nazgvame :
(1) Normaélni, plati-li TT* = T*T
(2) Samoadjungovany, plati-li 7* =T
(3) Unitéarni, plati-li 7*7T = id = TT*
(4) Projekce, plati-li 7% =T

Priklad. (1) Operéator id splituje vSechny podminky .
(2) Kazdy samoadjungovany i kazdy unitarni je normalni.

Véta. Pro T' € Hom(V,V) plati:

(1) T normalni <= || T"*z| = ||Tz||(Vz € V)

(2) T norméalni = kerT = kerT*

(3) Pokud T je normélni a = € V je vlastni vektor T pfislusny vlastnimu ¢islu
) € C ,pak z je vlastnim vektor operatoru T p¥islusng vlastnimu &slu A .

(4) T normélni, A\, u jsou dvé ruzna vlastni ¢isla, pak jsou pfislusné vlastni vektory
ortogonalni.

Diikaz. (1) |Tz||* = (Tz, Tx) = (T*Tx, x)
|T*||? = (T*, T*z) = (TT*z,x) .
(2) Plyne z (1).
(3) (T' — AI) je normélni a mizeme aplikovat (2), z je tedy vlastnim vektorem
operatoru T%. Z definice T* vypocteme prislusnou vlastni hodnotu.

(4) AMz,y) = (Az,y) = (Tz,y) = (2, T"y) = (z,ay) = p(z,y) pokud A # p musi
nutné byt z Ly

O

Poznamka. Podminka (1), ktera je ekvivalentni s tim, Ze operator je normalni fika,
ze norma obrazu kazdého vektoru je stejna u T i T . Odtud nazev normalni.

Véta. Pro U € Hom(V,V) jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) U je unitarni.



(2) ImU =V a (Uz,Uy) = (z,y)(Vz,y € V)
(3) ImU =V a |Uz| = ||z||(Vz € V)

Diikaz. U je unitarni = Im(U) = V, U'U = I = (Uz,Uy) = (z,U*Uy) =
(z,y) = (c). A nakonec (U*Ux, ) = (U:z; Uy) = |Uz|]? = ||z|* = (z,z)(Vz € V) a
tedy U*T = 1 |

O

Poznamka. Unitarni operatory musi byt invertibilni prvky v Hom(V,V) .
Véta. Necht P € Hom(V,V) je projekce, pak nasledujici jsou ekvivalentni:

(1) P je samoadjungovany

(2) P je normalni

(3) ImP = (kerP)*

(4) (Pz,z) = ||Pz||*(Vx € V) tj. ortogonélni projekce

Diikaz. (1) (1) = (2) zfejmé
(2) (2) = ker(P) = (Im(P))* a aplikujeme L = (3)
3)3) = (reV)r=y+2zylz,Py=0,Pz=2=— Pr ==z
(Pz,z) = (2,2) = (Px, Px) = || Px|*
(4) ||Pz||? = (Pz,x) = (z, P*x) = (P*x,x) = ( protoze |Pz|* € R) = (P*z,x)
celkem P = P*

O
Véta. Pokud S € Hom(V, V) je samoadjungovany operator pak ST = 0 <= ImS_LImT

Diikaz. (Sz,Ty) = (x,STy) O
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