Co 0BCAS CHYBI v UCEBNICICH
Projekce

Necht E, je n-rozmérny euklidovsky prostor, U C [E, jeho podprostor. Vime, Ze
pak existuje pravé jedno linedrni zobrazeni py : E, — E, takové, ze py|U = idy a
ker piy = U*. Toto zobrazeni nazyvame ortogondini projekce. Z definice py okamzité
plyne, Ze Im p;y = U. Protoze E,, = U ® U+, lze kazdy vektor v € E,, jednoznaéné psat
jako soucet vektorti v; € Impy a vy € ker py.

Povsimnéte si, ze zobrazeni py je tdempotentni, tj. spliuje rovnost

Puopu =Dpu-
Skute¢né, na U splyva py s identitou, kterd je idempotentni, na U~ splyva s nulovym
zobrazenim, které je také idempotentni.
Vyuzijme tuto vlastnost k zobecnéni ortogonalni projekce na libovolné vektorové
prostory.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad polem K. Rekneme, Ze linedrni zobrazeni
P:V —V je projekce, pokud Po P = P.

Piiklad. Ortogonéalni projekce této definici ziejmé vyhovuje. Pro libovolné V' je iden-
tita na V' projekce, nulové zobrazeni je projekce.

Tvrzeni. Necht V je vektorovy prostor nad polem K a P : V. — V projekce. Pak
V=ImP & ker P.

Diikaz. Bud v € V libovolny vektor. Pak v = Pv+(v— Pv), pficemz zfejmé Pv € Im P
a P(v—Pv) = Pv—PPv = Pv—Pv =0, tedy v— Pv € ker P. Necht v € Im PNker P,
ozna¢me u € P~1(v) libovolny vzor v. Pak PPu = Pv = 0, nebot v € ker P, ale z
definice projekce plati PPu = Pu = v, tedy v = 0 a Im P Nker P = {0}. O

Vsimnéte si, ze v dikazu Tvrzeni jsme ukazali, ze P|Im P = idy, p. Skutecné, kazdé
v € Im P je tvaru v = Pu pro vhodné v € V' a z definice projekce plyne
Pv=PPu= Pu=w.

Tedy projekce ma stejnou vlasnost jako ortogonalni projekce — jeji zizeni na obraz
splyva s identitou. Zvolme nyni libovolnou bazi a@ = (vy,...,v,) prostoru V tak, ze
(v1,...,vx) je baze Im P a (vg41,...,v,) baze ker P. Pak plati

o= (5 o).

kde F je jednotkova matice k x k.

Dokazali jsme tak, Zze Jordantuv tvar kazdé projekce se sklada z bloki 1 x 1 a vlastni
¢isla jsou 1 nebo 0. Vlastni ¢isla lze ale spocitat algebraicky pfimo z definice: necht
A € K je vlastni ¢islo P : V' — V prislusné vlastnimu vektoru v € V| pak

M = Pv = P(Pv) = P\v = APv = \?v,

z ¢ehoz plyne \2 = \ a jedinymi idempotentnimi prvky v poli K jsou pravé 0 a 1.



