Letmy tvod k soucdiniim a souctim

Cilem tohoto textu je doplnéeni néekolika podstatnich pojmi z teorie kategorii v jednoduchich
prikladech z teorie mnozin a linedrni algebry — soucinu a souctu a také tenzorového soucinu,
ndznak vysvetleni adjungovaného pdru funktori Hom a ®, vée bez presného zavedeni pojmu
kategorie a funktoru.

1. SOUCINY A SOUCTY MNOZIN

Méjme mnoziny A = {a,b} a X = {x,y, z}. Jejich soufinem bé&zné rozumime mno-
zinu usporadanych dvojic

Ax X ={(a,7),(a,9), (a, 2), (b,x), (b,y), (b, )}

Obecnéji mluvime o soucinu systému mnozin (4;);cs, ktery definujeme pfedpisem

(1) [T4i={f:1—J{Ai€I};f(i) € A pro kazdé i € I}.
il
Tuto definici sou¢inu v dal$im textu mirné rozsitime a zpfesnime, vyraz (1) budeme
nadale nazyvat kartézsky soucin systému mnozin (A;);c;.

Cviceni. Uvédomte si, ze pro A; = A a Ay = X predchozi obecné definice kartézského
soucinu plati pro I = {1, 2}.

Poznamka. V ramci standardnich axiomatickych teorii mnozin vyvstava urcity pro-
blém s nekonecénymi souciny. Je potieba pridat dodatecny axiom, tzv. axiom vybéru,
aby kartézsky soucin (1) byl neprazdnou mnozinou. V tomto textu se timto problé-
mem nebudeme dale zabyvat a odkazujeme na knihu [BS], kap. 7, pfi¢emZ v lemmatu
7.6. je dokdzana ekvivalence axiomu vybéru s tim, ze kazdy soucin systému neprazd-
nych mnozin je neprazdna mnozina. Poznamenejme pfedem, ze v dudlni situaci souctu
mnozin k zadnému obdobnému problému nedochéazi.

Uvédomme si nejdiive, ze spolu s mnozinou A x X uvazujeme téz dvé zobrazeni p; :
Ax X — Aapy: Ax X — X definované predpisem p;(a, §) = «, po(a, &) = &. Témto
zobrazenim tikdme projekce na prvni a druhou slozku soucinu. Podobné v obecném
piipadé mame projekce p; : [[,c; Ai — A; spliwjici pi(f) = f(3).

Necht nyni K = {k,l,m,n} je dalsi mnoZzina a m; : K — A am : K — X jsou
zobrazeni definovana predpisem

m(k) =m() =a
m(m)=m((n) =0
mo(k) = my(m) =z
mo(l) = m(n) =y
Pak lze definovat zobrazeni hy : K — A x X takové, Ze plati pjohx = m; proi € {1, 2}.

Cviceni. Urcete zobrazeni hy. Rozhodnéte, zda muZe existovat néjaké hyx : K —

A x X s touz vlastnosti, tedy p; o hx = m; pro i € {1,2}.
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Ozna¢me déale symbolem D (jako ,devét®) mmnozinu {1,2,...,9} a definujme p; :
D — Aapy: D — X predpisem

(i) aproi=1,2,3
VA =
1 b jinak
x proi=1,4,7
p2(i) = qyproi=2,538
zprot=3,6,9

Cviceni. Najdéte opét hp : D — A x X s vlastnosti p; o hp = p; pro i € {1,2}.
Uvédomte si, ze na rozdil od hx z minulého piikladu neni hp injektivni, zato je ale
surjektivni.

Oznaéme R = {r,s,t,u,v,w} dalsi mnozinu a definujme projekce o1 : R — A a
0y 1 R — X predpisem

aprovy=r,s,t
o1(7)

b jinak
T proy =r,u

o2(7) = {yproy=sv
z pro vy =t,w

Pak ziejmé hr : R — A x X s vlastnosti p; o hg = o; pro i € {1,2} je bijekce. To
pfedevi&im znamena, Ze p; = 0; 0 hy' pro i € {1,2} a vidime, Ze prvky mnozin R a
A x X, které si vzajemné odpovidaji prostfednictvim bijekce hpr, se chovaji shodné
vzhledem k projekcim.

Uvahy, které jsme dosud provedli, vysvétluji, pro¢ mé smysl nasledujici

Definice. Necht [ a A; pro i € [ jsou mnoziny. Soucinem systému mnozin (A;);es
rozumime dvojici (4, P), kde A je mnozina a P = {p; : A — A;;i € I} mnozina
zobrazeni, s touto univerzalni vlastnosti: pro kazdou dvojici (B, @), kde B je mnozina
a @ ={¢: B — A;i€ I} mnozZina zobrazeni, existuje jediné zobrazeni hg : B — A
splnujici p; o hg = q; pro kazdé i € I

Rikdme, 7e projekce ¢; : B — A; se faktorizuje pres A jakozto p; o hp.

CviCeni. Rozhodnéte a patiicné zdiavodnéte, zda (A x X, {p1,p2}), (K, {m1,m}),
(D, {p1, p2}) nebo (R, {01, 02}) jsou souciny A a X ve smyslu pfedchozi definice. Plati
obecné, ze kartézsky soucin je soucin?

Cviceni. V predchozim cviceni jste si patrné povsimli, ze soucin neni urcen jedno-
znacné. Rikdme, Ze je uréen jednoznacné aZ na isomorfismus, ¢i lépe jednoznacné s
presnosti pouze az na isomorfismus. Rozmyslete si, co pfesné jednoznac¢nosti az na iso-
morfismus myslime. MnoZiny A x X a R jsou isomorfni (napf. prostiednictvim bijekce
hg). Definujme 7 : R — A a 75 : R — X predpisem 71(7) = a, 72(y) = x. Dokazte, Ze
(R,{71,72}) neni sou¢inem A a X.
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Priklad 1. Dokézeme nésledujici tvrzeni: Necht A; ma m prvki a A; ma nd prvki,
pak sou¢in A; a Ay ma m - n prvkd. Pti dikazu pouzijeme pouze definici soucinu.

Necht tedy A; = {a1,...,am} a Ay = {b1,...,b,} a oznaéme jejich souin A s
projekcemi p; : A — Ay, py : A — A,. Stadi si uvédomit, ze jednoprvkovou mnozinu
{x} lze zobrazit na a; a by, coz odpovida zobrazenim i; : {x} — Aj, kde i1(x) = a,
ig : {x} — A, kde iz(x) = by. Pak ale existuje h : {x} — A tak, ze p; o h(z) = a1
a py o h(x) = by. Tedy dvojice (a1,b;) ma vzor v A. Musi tedy byt vzory pro vSechna
(aj,br) a tudiz nejméné m - n prvka v A. Kdyby jich bylo vice, na nékterou dvojici
(a;,by) by se zobrazovalo vice prvki A. Pak by ale pfislusna faktorizace h' : {z} — A,
p1 o h(x) = aj, pa o W (x) = by, nebyla dana jednozna¢né. Tim je diikaz ukoncen.

Priklad 2. Uvédomte si podle predeslych cviceni, Ze definici souc¢inu (A, {p1,p2})
mnozin A; a Ay lze zachytit diagramem

A
N
A hp A,
B

Cviceni. PovSimnéte si, Ze projekce p; : AX X — Aapy: AxX — X jsou surjektivni
a navic plati, ze p;*(a) je v bijekci s X, podobné vzor b € A je v bijekci s X a vzor
kazdého £ € X v zobrazeni ps je v bijekci s A. Dokazte, ze vSak projekce obecné nemusi
byt surjektivni. Kdy je projekce také injektivni?

Poznamka. Obecné plati nasledujici tvrzeni: Pokud ve strukture existuji kartézské
souciny, je kazdy soucin isomorfni kartézskému soucinu. Toto tvrzeni je ziejmé, pres-
néjsi rozbor nékterych dusledki lze nalézt v [A], 2C7 a 3C2.

Nyni se budeme vénovat dilezitému specidlnimu piipadu soucinu systému mnozin
(A;)icr- Necht mnozZina I je prazdnd. M4 smysl mluvit o soufinu prazdného systému?
P¥i rozboru definice soucinu zjistujeme, Ze ze soucinu A prazdného systému nevedou
zadné projekce, protoze neni kam. Zato ale definice vyzaduje, aby pro kazdou mnozinu
B existovalo praveé jedno zobrazeni hp : B — A, bez dalsich podminek. Je mozné nalézt
mnozinu A s takovymi vlastnostmi?

Definice. O mnoziné {z} fekneme, Ze je termindini mnozinou.

Cviceni. Uvédomte si, ze termindlni mnozina je souc¢inem prazdného systému mnozin.



Soucet mnozin je dudlnim pojmem k soucinu. Touto dualitou rozumime to, Ze vSechna
zobrazeni sméfuji opacnym smérem. Piekresleme diagram uvedeny v prikladu 2 s ,,0b-

racenymi“ Sipkami:
A
2
A1 hB A2
N
B

Souc¢tem A = {a,b} a X = {x,y, 2z} je pak jejich sjednoceni AU X = {a,b,z,y, z}
spolu se zobrazenimi j; : A — AU X a jo : X — AU X, kterd pfedstavuji vlozeni
podmnozin, tedy ji(a) = a, j1(b) = b, jo(z) = z, j2(y) = y a ja(z) = z. Uvédomte si,
7e pro kazdé B s dvojici k1 : A — B a ky : X — B existuje h® : A x X — B tak, ze
h®oj; =k; proi € {1,2}.

Cviceni. Presné zformulujte definici souc¢tu systému mnozin dualizaci definice sou-
¢inu. Takovéto dualni definici souctu fikame definice pomoci kouniverzalni vlastnosti
souctu. Kolik prvki bude mit podle této definice soucet A s A? Dokazte, ze AU X je
skutecné souctem A a X. Popiste h2. Je to jediné zobrazeni z A x X do B s uvedenou
vlastnosti?

Priklad 3. Jednim z mnoha isomorfnich sou¢ti systému mnozin {A;;i € I} je jejich

disjunktni sjednocent

iel
spolu se zobrazenimi j; : A; — [;.; A; definovanymi pfedpisem j;(or) = («,) pro
a € A; ai € I. Vratte se k predesSlému cviceni a ujistéte se, zda jste postupovali
spravne.

CvicCeni. Projdéte ¢ast tykajici se soucinti a vSechna tvrzeni dualizujte i pro soucty.
Ptedevsim si uvédomte, Ze souc¢tem prazdného systému mnozin (tzv. inicidlni mnozi-
nou) je prazdna mnoZina.

2. SOUCINY A SOUCTY STRUKTUR

V dalsim textu rozsifime definici soucinu a sou¢tu z mnozin na struktury, aniz
bychom tento pojem presné definovali. Strukturou intuitivné rozuméjme dodatecnou
informaci o mnoziné. Pfikladem takové informace je napiiklad usporadani (¢i jiné re-
lace) nebo uzavienost mnoziny na néjaké operace. Strukturou je tedy napft. relace
usporadani na mnoziné, grupa, vektorovy prostor. Dulezité je, ze na rozdil od mnozin
uvazujeme mezi strukturami pouze néktera zobrazeni: isotonni zobrazeni mezi uspora-
danymi mnozinami, homomorfismy mezi grupami, linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory.

Poznamka. K presnému porozuméni pojmu struktury doporucujeme prvni kapitolu
knihy [A] nebo jakakoli skripta z teorie kategorii, kterd by v budoucnu napsal prof.
Rosicky. Ctenai sezndmeny s teorii kategorii snadno vidi, Zze pod pojmem struktury
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rozumime to, co byva oznacovano téz jako konkrétni kategorie, tedy kategorii, jejiz
objekty maji nosné mnoziny.

2.1. Struktura usporadanych mnozin. Definujme na mnozinidch A a X z pred-
chozich priklad uspotadani <4 a <x jako a <4 b a x <x vy, 2. Pokusme se nalézt
definice souctu a soucinu usporadanych mnozin tak, aby vysledkem byla opét uspora-
dana mnozina. Vénujme se napted soucinu.

Ze stejnych dtvodt jako v pripadé mnozin je nutné, aby soucin uspoiradanych mnozin
A a X byla uspofddana mnozina se Sesti prvky, nebot jednoprvkovou mnozinu lze vzdy
chapat jako usporadanou mnozinu a projekce z jednoprvkové usporadané mmnoziny
do A a X se musi faktorizovat pres soucin (viz piiklad 1). Zatimco vSak vSechny
Sestiprvkové mnoziny jsou isomorfni, Sestiprvkové usporadané mnoziny nemusi byt
isotonné isomorfni. P¥ipomenme, 7e zobrazeni f : A — B uspofadanych mnozin (A, <)
a (B,=) je isotonni, pokud pro kazdé a; < ap je f(a1) = f(a2), a f je isotonni
isomorfismus (nebo téz isomorfismus uspofadanych mnozin), pokud je f bijekce a f i
f~1 jsou isotonni zobrazeni.

Pokusme se tedy definovat na mnoziné Ax X vhodné usporadani. Uz vime, ze Ax X s
projekcemi p; a ps popsanymi vyse je souc¢inem mnozin A a X . V pripadé, Ze pracujeme
s usporadanymi mnozinami, chceme pracovat nikoli s libovolnymi zobrazenimi, ale
se zobrazenimi isotonnimi. Bylo by tedy zadouci, aby usporadani na A x X bylo
definovano tak, ze p; a p, budou isotonni.

Nejjednodussim moznym uspofaddanim, které tuto podminku spliuje, je identické
usporadani A — takto usporfadana mnozina se nékdy nazyva protiretézec a kazdé zob-
razeni z protifetézce do libovolné usporddané mnoziny je isotonni. Je tedy usporadana
mnozina (A x X, A, {p1,p2}) rozumnym kandiddtem na soucin usporadanych mnozin
(A, <4) a (X, <x)?

Uvazme mnozinu K definovanou vyse spolu s usporddanim C, £ C [;m C n. Po-
vsimnéme si, ze projekce m : K — A a my : K — X jsou isotonni. Vime, Ze projekce
m a m se faktorizuji pres A x X jako p; o hg. Zobrazeni hi : K — A x X ale neni
isotonni!

Je tedy vidét, ze A nebylo pro souc¢in vhodné usporadani. Vhodnéjsi je usporadani
< definované (ag,&;1) < (g, &) pravé tehdy, kdyz a; <4 ag a zaroven & <y &.

Cviceni. Ovéite, ze jde o usporadani A x X (tedy ze je reflexivni, antisymetrické a
tranzitivni). Pfesvédéte se, Ze zobrazeni hy do takto usporddané mnoziny A x X je
isotonni. PovSimnéte si, ze uspofadani < je nejmensi takové usporadani vzhledem k
inkluzi. Polozme (a1,&;) = (g, &) pro (a1,&1) < (ag,&) a navic (a,y) = (b, 2), pak
tranzitivni obal < je uspofadani na A x X vétsi nez < vzhledem k inkluzi. Uvazte,
pro¢ je < vhodnéjsi usporadani pro soucin (A4, <) a (X, <x) neZ usporadani dané
tranzitivnim obalem <.

Cviceni. Pokud jste dobte pochopili predchozi cviceni, mélo by vam byt jasné, ze jako
definici souc¢inu usporadanych mnozin lze pouzit definici souc¢inu mnozin, v niz kaz-
dou ,mnozinu“ nahradime ,uspofadanou mnozinou“ a kazdé ,zobrazeni“ nahradime
yisotonnim zobrazenim“. Presné zformulujte tuto definici. Uvédomte si, Ze soucin je
urcen jednozna¢né az na isotonni isomorfismus. Dokazte, ze A x X s usporadanim <
je soudinem (A, <,) a (X, <x).
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Poznamka. PovSimnéte si, ze z definice soucinu usporadanych mnozin plyne, Ze pokud
yzZapomeneme* na usporadani, jde o soucin prislusnych mnozin. To neplati obecné, jak
uvidime pozdéji.

Cviceni. Pokuste se dualizovat predchozi ivahy aZ po definici sou¢tu usporadanych
mnozin. PovSimnéte si, ze usporadani souctu je daleko jednodussi nez u soucinu, jde
vlastné jen o (disjunktni) sjednoceni relaci usporadani jednotlivych mnozin.

Jako dalsi cviceni se nabizi zobecnit definici soucinu a souctu pro jakoukoli strukturu.
Dalsi text bychom tim vlastné nechali na ¢tenafi. Nas dosud jediny priklad struktur,
struktura usporadanych mnozin, je vsak natolik podobny mnozinam, Ze si na prvni
pohled nemusime uvédomit nékolik podstatnych fakt. Pfedevsim viibec neni jasné, zda
v dané struktufe souciny a soucty viibec existuji, dale mohl ¢tenai snadno podlehnout
dojmu, ze souciny jsou vzdy isomorfni kartézskému soucinu. Navic by se mohlo zdat,
ze soucet je podstatné jednodussi nez soucin. Na zavér této kapitoly proto uvedeme
nasledujici priklady.

2.2. Struktura koneénych mnozin. Pfipomenme, Zze mnozina je kone¢na, pokud
neni v bijekci s zadnou svou vlastni podmnozinou. Mezi kone¢nymi mnozinami uva-
zujeme vsechna zobrazeni. Ve struktuie konecnych mnozin nejsou souciny ani soucty.
Skute¢né, necht I je nekoneéna mnozina a {A;; i € I} libovolny systém kone¢nych ne-
prazdnych mnozin. Pak soucin i soucet tohoto systému jsou nekonec¢né mnoziny, tudiz
nepatii do struktury konecnych mnozin. Je zfejmé, ze konecné souciny a soucty tato
struktura ma.

2.3. Struktura linearné uspoifadanych mnozin. Pfipomenme, Ze mnozina (A, <)
je linedrné usporadand (téz tetézec), pokud pro kazdé a,b € A plati bud a < b nebo
b < a. Mezi linearné usporadanymi mnozinami uvazujeme isotonni zobrazeni. Tato
struktura je na prvni pohled ponékud matouci, protoze kazda linearné usporadana
mnozina je predevsim uspofddand mnozina. V této struktufe neexistuji souciny ani
souty. Na dikaz, Ze neexistuji soucty, postaci dvé jednoprvkové mnoziny {a} a {b}.
Jejich sou¢tem musi byt dvouprvkovd mnozina, protoze inkluze do ({a,b},a < b) se
musi jednozna¢né faktorizovat. Mnoziny ({a, b},a < b) a ({a,b},b < a) v8ak nejsou iso-
morfni, tedy soucet neexistuje. Diikladné si tento naznak ditkazu promyslete a pokuste
se ukdzat, pro¢ neexistuji souciny (zde uz nevystacite s jednoprvkovymi mnozinami —
staci k dikazu dvouprvkové mnoziny?). Uvédomte si, Ze jde o diikaz jiného tvrzeni, nez
ze kartézsky soucin linearné usporadanych mnozin neni linearné usporadana mnozina.

2.4. Struktura pointovanych mnozin. Pointovanou mnoZinou rozumime dvojici
(A, a), kde A je mnoZina a a € A jeji prvek (nazyvame jej vyznaceny pruek). Znamen4
to predevsim, Ze pointované mnoziny jsou neprazdné. Zobrazeni mezi pointovanymi
mnozinami jsou zobrazeni zachovdvajici vyznaceny prvek, tedy f : (A,a) — (B,b) je
zobrazeni f : A — B spliujici f(a) = b. Poznamenejme, Ze na strukturu pointovanych
mnozin lze pohlizet jako na algebry s jednou nularni operaci, zobrazeni zachovava-
jici vyznaceny prvek jsou pak jejich homomorfismy. Daleko vhodnéjsi je ale pohled
z jiné strany, jako na stukturu abstraktnich prostorli, coz jsou mnoziny, u nichz je
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dodate¢na informace dédna vybranou podmnoZinou potencéni mnoziny (hlubsi detaily
o abstraktnich prostorech lze nalézt v [AKR]).

Ve struktufe pointovanych mnozin jsou (kartézské) souciny, ale souéty nejsou iso-
morfni disjunktnimu sjednoceni. Podrobnéji, uvazme pointované mnoziny (A, a), kde
A ={a,b}, a (X,x), kde X = {x,y, z}. Kdyby (disjunktni) sjednoceni bylo souc¢tem,
co by mél byt jeho vyznaceny prvek? Pokud by jim bylo a, pak by inkluze X C AU X
nezachovavala vyznaceny prvek, podobné pokud by vyznacenym bodem byl prvek =z,
nezachovavala by vyznaceny prvek inkluze A C AU X. Ovéfte, ze pointovand mnozina
(AV X, {a,x}), kde AV X = {b,y, z,{a,z}}, spolu se zobrazenimi j; : A - AV X
definované predpisem

bproa=15b

i) = {{a,x} bro @ — a

a Jo : X — AV X definované predpisem

{a,z} pro { =x
J2(§) = qypro{ =y
zproé =z
je souctem (A, a) a (X, ).
Uvédomte si, Ze soucet je zadan komutativnim diagramem

{x} A

L

X —=A[[X

Ctenéi seznameny s teorii kategorii vi, Ze zobecnénim tohoto diagramu (kde na misté
{*} vystupuje libovolné C') dostaneme definici push-outu. Podstatnéjsi je si uvédomit,
Ze v pripadé soucinu existence pevného bodu nehraje velkou roli: je snadné ovérit, ze
soucinem (A, a) a (X, ) je (A x X, (a,z)). To plyne z faktu, Ze u diagramu

Ax X ——A

]

X {*}

nelze o komutativité smysluplné mluvit. PovSsimnéte si navic, Ze existuje zobrazeni
A x X — {x}, ponévadz {*} je termindlnim objektem v mnozinach, a {*} — A x X,
protoze A x X je souc¢in A a X a z {*} vedou do A a X projekce.

S tvahami provedenymi vyse se setkame jesté dvakrat — predné u algeber (v nasem
ptipadé abelovskych grup a vektorovych prostorii), kde uvidime, ze jednotkovy prvek
grup (resp. nulové prvky vektorovych prostorii) se v souctu ,slepi“ tak, jako je tomu u
pointovanych mnozin, a dale u ptrikladu pointovanych metrickych prostorti v Dodatku,
kde uvidime, jak vyznaceny bod zajisti existenci (nekartézského) soucinu.

Cviceni. Spoctéte inicialni a terminalni pointované mnoziny.
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Cviceni. Zobecnéte strukturu pointovanych mnozin na strukturu dvojic mnoZzin, coz
jsou dvojice (A, Ap) neprazdnych mnozin A a Ay, Ag C A. V této struktufe uvazujeme
zobrazeni zachovavajici podmnozinu, tedy pro dvojice (A, Ag) a (B, By) musi f : A —
B spliiovat f(Ay) C By.

2.5. Struktura abelovskych grup. Necht G a H jsou abelovské grupy, pak lze
snadno ovérit, ze jejich soucinem je kartézsky soucin G' x H s operaci - definovanou
po slozkach, tedy (g1,h1) - (g2, h2) = (9192, hiha) pro (g1, h1), (g2, he) € G x H a's
jednotkovym prvkem (1g,1y), kde 15 € G a 1y € H jsou jednotkové prvky grup G a
H.

Cviceni. Jak musi vypadat inverzni prvky v G x H? Dokazte, Ze je G x H grupa a
ze je - komutativni.

Projekce p; : G x H — G apy : G x H — H jsou pro takto definované operace na
G x H zifejmé homomorfismy grup.

Naopak disjunktni sjednoceni G a H nema zadnou pfirozenou grupovou strukturu,
predevsim neni podobné jako v pfipadé pointovanych mnozin jasné, co ma byt jednot-
kovy prvek. Prozkoumejme situaci na konkrétnim p¥ipadé. Necht G = ({0, a},+,0),
H = (Zs3,+,0) jsou abelovské grupy. Vyjdéme z disjunktniho sjednoceni, v némz
podobné jako v predeslém ptikladé ,slepime* jednotkové prvky G a H a vznikly jed-
notkovy prvek ozna¢ime 0. Dostaneme tedy mnozinu {0, a,1,2}. Na této mnoziné je
potfeba definovat strukturu abelovské grupy tak, aby injekce G a H byly grupové ho-
momorfismy a byla splnéna prislusna kouniverzalni vlastnost. K tomu je nutné ptidat
dalsi prvky: a+1 a a+ 2. Oznacme takto vzniklou mnozinu G+ H. Operaci na G+ H
pisSme formalné jako sc¢itani, pficemz plati vSechny relace z grup G a H.

Cviceni. Napiste si tabulku operace + na mnoziné G + H a popiste injekce j; : G —
G+Haj,:H—G+H.

Nyni ovéfime, Ze jde o soucet G a H. Necht (X, +) je abelovska grupaa k; : G — X
a ko : H — X jsou homomorfismy grup. Nyni musime definovat homomorfismus
X : G+ H — X tak, ze k; = h* 0 j; a ks = h~ o j, a potom dokéazat, ze je h™
jediné s touto vlastnosti. Polozme h*(a) = ky(a), h’X(1) = ko(1). Uvédomte si, Ze a a
1 jsou generatory v G + H, tedy kazdé g € G + H je tvaru na +ml pron = 0,1 a
m = 0,1,2 (ovéfte podle tabulky operace -!). Rozsitme h* na celé G + H tak, aby $lo
o homomorfismus grup, tedy 7*(0) = 1x a hX(na + ml) = nh*(a) + mh*(1).
__Nyni predpokladejme, zZe existuje homomorfismus h™* : G + H — X tak, ze k; =
h¥ o j; a ky = h¥ o j,. Pak ale hX(a) = ki(a) = h¥(a) a hX(1) = ko(1) = h¥(1), a
protoze h* a h¥ jsou homomorfismy, které se shoduji na generatorech, je hX = h™¥.

Dokazali jsme tedy, ze (G + H,-,0) je souctem (G,+,0) a (H,+,0).

Zopakujme si obecné postup, kterym jsme soucet G a H vytvorili. Necht (G, -, 1)
a (H,*, 1) jsou abelovské grupy. Pak jejich souctem je abelovskd grupa s nosnou
mnozinou

G+H={g9+h;geG heH}

a operaci + definovanou

(g1 +h1) + (g2 + ha) = g1 - g2 + hy1 * ho
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pro g1,92 € G, h1, hy € H. (Rozmyslete si dobie, jaky je vyznam jednotlivych znamé-
nek plus v definici operace.) Jednotkovym prvkem je 15+ 1y, kde 1o € Galy € H
jsou opét jednotkové prvky grup G a H. Injekce G a H do G+ H jsou dany predpisem
J1(g9) =g+ 1gprog € G a js(h) =1g+h pro h € H.

Cviceni. Ovétte, ze prislusné injekce jsou o grupové homomorfismy a dokazte, ze jde
skuteéné o soucet. Provéite, ze nase definice (G + H, +,0) v ptikladu vysSe odpovidala
tomuto obecnému postupu az na drobné preznaceni prvki.

3. STRUKTURA VEKTOROVYCH PROSTORU. TENZOROVY SOUCIN.

ouciny a soucty vektorovych prostori jsou podobné jako souciny a soucty abelov-
skych grup — soucinem vektorovych prostoriit U a V je jejich kartézsky soucin s ope-
racemi definovanymi po slozkach a souc¢tem je linedrni obal U @V = Lin U [V spolu
s inkluzemi j; : U - U@V ajy: V —-UGV. Pledevsim U &V je vektorovy prostor,
nebot jde o linedrni obal.

Cviceni. Porovnejte soucet vektorovych prostori se souc¢tem abelovskych grup. Roz-
myslete si dobre, jak vypadaji operace s¢itani a nasobeni skalarem v U @ V.

Cviéeni. Necht K = Z, je pole skalari a A = Z3 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} a
B = 75 jsou vektorové prostory nad K. Popiste soucin a soucet A a B, namalujte si
A B, AxBaA®B.

Uvédomte si, ze ve cviceni jste ukazali, ze A ® B ma nad Zs, dimenzi 3. Souc¢in A a
B ma také dimenzi 3. Nyni ukdZeme obecny vztah mezi souctem a soucinem.

Véta. Necht U a'V jsou vektorové prostory nad polem K. Pak kartézsky soucin U x V
je isomorfni souctu U @ V.

Dikaz. Jen naznak: Vzhledem ke komutativité lze kazdy prvek U & V' psat jako u + v
pro u € U a v € V. Pfitadme prvku u + v dvojici (u,v). Ovéite, Ze toto piifazeni je
hledany isomorfismus. O

Poznamka. Uvédomte si, ze predchozi tvrzeni 1ze indukci rozsifit na soucin a soucet
kone¢né mnoha vektorovych prostori. Pro soucin a soucet nekonec¢né mnoha prostort
vsak tvrzeni neplati! Divodem je to, Ze v souctu vznikaji prvky jakozto linearni kom-
binace, ty jsou vSak jen konecné. Soucet nekonecné mnoha prostoru si lze predstavit
jako podprostor jejich souc¢inu. Dobrym ptikladem pro intuitivni vysvétleni je prostor
polynomt R[z]: zatimco R[z] je souc¢tem vsech prostorii {az’;a € R} pro i € N, soudi-
nem téchto prostort je prostor formalnich mocninnych fad {ag+ a1 +asr®+...;0a; €
R pro i € N}.

Cviceni. Zamyslete se nad Problémy k pfemysleni 1 a 2 ke kapitole 5 v [S]. Uvédomte
si predevsim, ze U ~ (U®V)/V a pro libovolny podprostor W v U plati U ~ WaU/W.

Vidime, ze konecny soucin je ,totéz“ jako soucet. To je ponékud zvlastni situace,
ale je typickéd pro vSechny R-moduly nad komutativnim okruhem R. Vrafte se zpét k
¢asti 2.5 a uvédomte si, ze v abelovskych grupéch (coz jsou presné Z-moduly) doslo k
témuz.
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Specielné pro vektorové prostory pak plati, ze pro konec¢nérozmérné prostory U a
ViedimU®V =dimU x V = dimU + dim V. Pfipomenme, Ze pro prostory nad
koneénym polem je cardU x V = cardU @& V = cardU - card V. Protoze vsak ve
struktufe vektorovych prostort je ,velikosti“ spise dimenze nez pocet prvki, nabizi se
prirozend otazka, zda existuje prostor s rozumnym vztahem k prostorim U a V', jehoz
dimenze je souc¢tem dimenzi U a V.

Cviceni. Bud K = Z,, U = Z32 a V = Z, vektorové prostory nad K. Porovnejte pocet
vSech zobrazeni z U do V' s poctem linearnich zobrazeni z U do V. Na mnoziné vSech
linearnich zobrazeni

Hom(U,V) ={f:U — V; f linearni}

lze definovat strukturu vektorového prostoru predpisem (¢ - f +d - g)(u) = cf(u) +
dg(u) pro ¢,d € K a f,g € Hom(U, V). Ujistéte se, zda této struktuie rozumite. Jaka
je dimenze Hom(U,V')? Navod: Uvédomte si, Ze linearni zobrazeni lze reprezentovat
maticemi.

Cviceni. Pokuste se predchozi cviceni zobecnit.

Vidime tedy, ze dimenze prostoru Hom(U, V') mé vlastnosti, které jsme pozadovali.
Nyni ale popiseme vektorovy prostor, ktery vypada ,,vic jako soucin®“ a jehoz dimenze je
také soucinem dimenzi souciniteli. Na zavér ukazeme jeho vztah k prostoru lineadrnich
zobrazeni.

Za¢néme motivacnim prikladem. Vime, Ze pro libovolné mnoziny A, B, C, kde A a
B jsou neprazdné, plati

(2) (AB)C ~ ABXC
kde mnozinou M" oznac¢ujeme vSechna zobrazeni z N do M.
Cviceni. Najdéte bijekci mezi vySe uvedenymi mnozinami zobrazeni.
Ptejdéme k vektorovym prostortim. Z dimenznich dtvodt je ziejmé, Ze nemuize platit
(3) Hom(W, Hom(V,U)) ~ Hom(W x V,U).

Budeme definovat novy, odliSny ,soucin®“ oznaceny W ® V tak, ze dmW ® V =
dimV - dim W a navic ukdZeme, zZe nahradime-li timto novym soucinem kartézsky
soudin v pravé strané rovnosti (3), pfislusny isomorfismus je velice konkrétni a dobie
pochopitelné zobrazeni.

Budeme potiebovat nasledujici pojem:

Definice. Necht Uy, ..., U, a V jsou vektorové prostory nad K. Rekneme, 7e zobrazeni
f:Ux---xU,—V

je multilinearni, pokud pro kazdé : =1,...,n je

flur,ug, ... au; +bul, .. uy) = af(ur, tg, ..oy Uy ooy uy) + bf (g, ug, oo u . uy)

prou; € Ujproj=1,....,n, u,u, € U;aabeK
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Rada piikladt multilinedrnich zobrazeni je v [C], kap. 4. K nasim tceléim ale bude
stacit véta 4.6 tohoto textu, kterou ovsem pouzijeme jako definici. Tim ovsem pfijdeme
o podstatnou ¢ast popisu tenzorového soucinu a nebudeme schopni formulovat néktera
tvrzeni. Pro nase ucely vsak staci chapat tenzorovy soucin jako vektorovy prostor. Pro
zajemce o hlubsi pohled na tenzorovy pocet odkazujeme na jiz zminénou 4. kapitolu

[C].

Definice. Necht Uy, ..., U, jsou vektorové prostory nad K. Jejich tenzorovy soucin
Uy ®---® U, je vektorovy prostor nad K takovy, ze existuje injektivni multilinearni
zobrazeni v : Uy X --- x U, — U; ® --- ® U, a pro kazdé multilinearni zobrazeni

f:U x---x U, — W existuje pravé jedno linearni zobrazeni ¢ : U1 ® ---®@ U,, — W
tak, ze f = ¢ o, neboli komutuje diagram

Uy x - xU,
Prvkim tenzorového soucinu fikdme tenzory.

Tato definice je opét definici pomoci univerzalni vlastnosti, tak jako u soucinu.
Povsimnéte si predevsim toho, ze zvolime-li postupné za prostor W prostory U;, fak-
torizuji se pres tenzorovy soucin projekce z kartézského soucinu. Uvédomte si, ze i-tou
projekci lze chapat jako multilinearni zobrazeni, které je nulové ve vsech slozkach
kromeé i-té. V tomto smyslu je tedy tenzorovy soucin urcitou obdobou soucinu.

Cviceni. Pokuste se dokdzat, Ze tenzorovy soudin je uréen jednoznacné az na isomor-
fismus. Uvédomte si, jakou roli hraje to, ze linearni zobrazeni ¢ : U1 ® --- ®@ U, — W
existuje prave jedno.

Vzhledem k jednoznac¢nosti az na isomorfismus staci popsat néjaky tenzorovy soucin.
Abychom se vyhnuli definici dualnich prostort, popiSeme tenzorovy soucin pomoci
baze. To bude také nejvhodnéjsi popis pro nase dalsi tvahy. Kviili jednoduchosti zapisu
se omezime na tenzorovy soucin dvou vektorovych prostori.

Necht U a V jsou vektorové prostory, o = (uy,...,u,) baze U a 8 = (v1,...,Up)
baze V. ZapiSme formélné dvojici (u;,v;) symbolem w; @ v; proi = 1,...,n a j =
1,...,m. Polozme

T =Lin{fu;®v;;i=1,...,n,5=1,...,m},

kde jednotlivé dvojice u; ® v; povazujeme za linedrné nezavislé. PovSimnéte si, Ze pak
prostor 7" ma dimenzi n - m.
Definujme nyni zobrazeni ¢ : U x V' — T pfedpisem

t(u,v) = tlagug + -« + aptin, byug + -+ - + bpvy,)
= a1b1u1 X v + a2b1u2 XKv1+ ... anmun X Uy, -

Toto zobrazeni je zfejmé bilinearni (tak oznacujeme multilinearni zobrazeni ze sou¢inu
dvou prostorti). Zdaraznéme, ze ¢ : U X V — T neni linedrni zobrazeni.

Cviceni. Ovérte, Ze vyse definované + : U x V — U ® V je skutecné bilinearni.
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Necht nyni W je libovolny prostor a f : T — W libovolné bilinearni zobrazeni.
Polozme

p(u; @ v;) = f(ui,v))
prot=1,...,naj=1,...,m arozsifme toto zobrazeni linearné na 7', tedy pro kazdé
c,deK, k=1,...,nal=1,...,m polozme

o(cu; @ v; + duy @ vy) = cp(u; @ vj) + do(u, @ vy) = ef (wi, vy) + d(ug, vr).
Takto definované zobrazeni ¢ : T" — W je nutné linearni a navic ziejmé f = p o ..

Cviceni. Uvédomte si, Ze (z dimenznich dtvodd) prvek cu; ® vj+duy @ vy € T nemusi
mit vzor v zobrazeni ¢ : U x V' — T. Rozmyslete si, jak vypada Im¢.

Aby byl prostor T' tenzorovym souc¢inem U a V', je nutné, aby se f : U x V — W
nefaktorizovalo pres zadné jiné linedrni zobrazeni nez ptes ¢ : T — W. Necht se f
faktorizuje pres ¢ : T' — W. Pak ale ¥ splyva s ¢ na Im, podle predchoziho cvic¢eni
ale vite, Ze baze T je obsazena v Im ¢. Z linearity ¢ a v dostavame ¢ = 1). (Porovnejte
tento diikaz s dikazem jednoznac¢nosti faktorizace u souctu v ¢asti 2.5)

Dokazali jsme tedy, Ze prostor T' se zobrazenim ¢ : U X V — T je tenzorovym
souc¢inem prostori U a V.

Nyni popiseme vztah mezi prostorem linearnich zobrazeni a tenzorovym soucinem.
Chceme dokazat vztah

(4) Hom(W, Hom(V,U)) ~ Hom(W ® V,U).

Napfed popiseme ideu dikazu. Prvky prostoru Hom (W, Hom(V,U)) popiSeme po-
moci vhodné baze jako linearni zobrazeni, ktera bazovym vektorim W prirazuji néjaké
matice, feknéme i-tému vektoru prifadime néjakou matici A;. Potom zvolime takové
béaze prostort Hom(V,U) a W ® V, Ze matice odpovidajicich si zobrazeni budou jen
preuspoiradanim matic A; do vhodnych rozméri, pficemz soutadnice vzajemné si od-
povidajicich prvka budou totozné.

Priklad 4. Necht U =R* V =R*a W =R? a f € Hom(W,Hom(V, U)) je line4rni
zobrazeni, které bazové prvky wi, we a ws prostoru W zobrazuje na matice A, B a C
typu 2 x 4 odpovidajici linedrnim zobrazenim V' — U, pficemz matice A ma sloupce
oznacené aq, as, as, as a podobné B a C. Existuje baze, v niz jsou soufadnice A tvaru

ay
a2
as
Gy

a podobné pro matice B a C. Tedy matice zobrazeni f je blokova matice

a by
as by ¢
as by c3

ag by ¢4
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Zobrazeni f ptifadime g € Hom(W ® V,U) takové, ze ve vhodné bazi W ® V ma
blokovou matici (A|B|C). Skutecné, to je matice typu 2 x 12 urcujici linearni zobrazeni
WeV —=U.

Jak vypadaji vSechny zminované , vhodné baze“? V prostoru matic typu r x s volime
vzdy bézi tvofenou maticemi ze samych nul a jedné jednicky, pficemz tyto matice jsou
uspotradany tak, ze matice s jednickou v 7-tém sloupci a k-tém fadku predchéazi matici
s jednickou v j-tém sloupci a [-tém fadku pravé tehdy, kdyz ¢ < j nebo i = j a
k < 1. Obecnégji, necht U mé bazi a = (uy,...,u,), V méa bazi = (vy,...,0n),
pak v Hom(V, U) volime bazi ze zobrazeni, kterd posilaji i-ty bazovy vektor na j-ty
a vSe ostatni na nulu, pficemz tuto bazi usporddame analogicky jako v maticich. V
tenzorovém soucinu prostorti U a V' pak volime bazi

(U1 @ V1, U @ Vay ..oy UL @ Uy Ug @ VL, ey, Uy @ Uy v vy Uy @ V).

Cviceni. Ovéite, ze v uvedenych bazich maji prvky Hom (W, Hom(V,U)) a Hom(W ®
V,U) skuteéné dané soutadnice.

CvicCeni. Uvédomte si, Ze jsme dokazali vztah (4). Volba bazi nehraje roli, nebot
tenzorovy soucin je dan pouze az na isomorfismus. Projdéte si cely diikaz a pokuste se
jej formalné zapsat. Vrafte se ke cviceni, v némz jste dokazovali vztah (2) a uvédomte
si podobnost obou dukazii.

Poznamka. Vztah (4) mezi prostorem linearnich zobrazeni hom a tenzorovym souci-
nem, presnéji Hom(V,—) a V ® — je ptikladem velice dtlezitého a obecného vztahu,
ktery se nazyva adjunkci. K jeho pochopeni a k vysvétleni pojmu adjungovaného paru
funktort je vSak potfeba hlubsi teorie popsana napt. v 5. kapitole [A].

Cviceni. Rozmyslete si, ze tenzorovy soucin lze definovat pro jakékoli R-moduly nad
komutativnim okruhem R (promyslete si potize v piipadé nekomutativniho R). Po-
kuste se spocitat tenzorové souciny aditivnich grup Z, a Zs a obecné Z,, a Z,,. Vzhle-
dem k ptikladu 2.5 vime, Ze pro abelovské grupy G a H je mnozina Hom(G, H) =
{f : G — H; f homomorfismus} abelovska grupa. Promyslete si vztah (4) pro abelov-
ské grupy. Uvédomte si, ze pro R-moduly P, () nad nekomutativnim okruhem R je
Hom(P, Q) jen abelovskd grupa a nikoli R-modul.

DODATEK A. STRUKTURA METRICKYCH PROSTORU A METRICKYCH PROSTORU S
VYZNACENYM BODEM

V této ¢asti ukdzeme piiklad struktury, kde existuji jiné nez kartézské souciny. Tento

pro prvni ¢teni jej doporucujeme preskocit.
Ptipomenme, ze metricky prostor je mnozina X spolu se zobrazenim p : X x X —

(0, 00) nazyvanym metrika a spliujicim pro kazdé z,y,z € X

(1) p(z,y) = 0 prave tehdy, kdyz z =y

(2) p(z,y) = p(y, )

3) pz,y) + ply, 2) = p(z, 2).
Prvky metrického prostoru nazyvame body a metriku intuitivné chapeme jako vzdale-
nost mezi body.
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Zobrazeni, ktera budeme uvazovat mezi metrickymi prostory, se nazyvaji kontrakce
(stazeni). Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, pak zobrazeni f : X — Y je
kontrakce, pokud pro kazdé x1,xe € X je splnéno p(xy1,x2) > o(f(x1), f(22)).

Poznamka. Néazev kontrakce odrazi skutecnost, Ze tato zobrazeni nezvétSuji vzda-
lenost mezi body metrickych prostorti. Prestoze se muze na prvni pohled zdat, ze
kontrakei je ,,méalo®, pii blizsim seznameni s teorii metrickych prostort vysvitne, ze ve
skutecnosti lze metriku, v niz nékteré zobrazeni neni kontrakci, nahradit jinou, ktera
je ,v zasadé stejnd“ — napf. na mnoziné A = {a, b} neni mezi metrikou p(a,b) = 1
a o(a,b) = 2 prili§ velky rozdil: body a a b jsou ,kousek od sebe“ a bez né&jakého
absolutniho méritka nema smysl jejich vzdalenosti v obou metrikach porovnavat mezi
sebou. Pfesny popis vztahti riznych metrik ziskdme, kdyz popiseme topologii, ktera
je metrikou urcena, coz je obsahem vétSiny standardnich textd z funkcionalni ana-
Iyzy i topologie. Dalsi vyklad na toto téma neni nutny, protoze struktura metrickych
prostor bude jen vhodnym piikladem struktury bez soucinti a soucti.

Skutecné, ve struktufe metrickych prostori neexistuji souciny ani soucty. Ukazeme
napred, ze ani dvé jednoprvkové mnoziny nemaji soucet. Jednoprvkova mnozina ma
jednozna¢né urcéenou metriku. Oznaéme M = {m} a N = {n}. Je zfejmé, Ze soucet
M a N musi mit alespoii dva body (vloZzeni M a N do (A,p), m — a, n +— b, se
nefaktorizuji pfes jednoprvkovou mnozinu). Podobné kviili jednoznac¢nosti faktorizace
nemuze mit soucet vice prvka nez dva. Pokusme se tedy definovat metriku 7 na A
tak, aby (A, 7) byla sou¢tem M a N, pfedpokladejme vloZzeni M a N popsané vyse.
Necht tedy 7(a,b) = x € (0,00). Pak by faktorizaci stejné vlozeni M a N do (A4,¢§),
kde £(a,b) = 2z, byla identita id : A — A, ktera neni kontrakei.

{m} —{a b} =—{n}

Nz

{a b}

Soucet M a N tedy neexistuje.

Interpretace je zrejma. Metrika definovana na souc¢tu M a N by musela byt takova,
jako by M a N byly disjunktné sjednoceny, tedy vzdalenost mezi body m a n by musela
byt nekonecna. To ale neni mozné, protoze pripoustime pouze konecné vzdalenosti mezi
body metrického prostoru.

Podobné se dokéze, ze neexistuji souciny. Oznac¢me pro n € N symbolem (A, p,)
metrické prostory, kde A, = {a,b} a p,(a,b) = n. Necht (][] A,, p) je soudinem pres
indexovou mnozinu N. Najdéme prvky =,y € [[ A, takové, Ze p,(z) = a a p,(y) = b pro
vSechna n € N. Necht {z} je jednobodovy metricky prostor. Definujme pro vSechna
n € N zobrazeni ¢, : {z} — A, pfedpisem ¢,(z) = a a r, : {z} — A, predpisem
rn(z) = b. Zfejmé vSechna ¢, a 1, jsou kontrakce. Z definice sou¢inu existuji kontrakce
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hy:{z} = [[An a h, : {z} — [[ As, pTes kterd se g, a r, faktorizuji:

{2} 2 [T A, <2 {2}

PN

An

Z toho plyne, ze pro kazdé n € N je p,,(hy(2)) = a a p,(h,(2)) = b. Ozna¢me x = hy(z)
a y = h,(z). Kdyby byly vSechny projekce p,, kontrakce, pak by pro kazdé n € N
platilo

p(z,y) = pu(pn(), pu(y)) = n
a to neni mozné. Tedy p neni metrika a tudiz soucin ((An, pn))n oy Deexistuje.

Uvazme nyni strukturu metrického prostoru s vyznacenym bodem a mezi takovymi
strukturami uvazujme pouze kontrakce zachovavajici pevny bod. Pak predevsim exis-
tuji soucty, coz je lehké ukazat: Necht (X;, p;, z;)ier je systém metrickych prostori s
vyznacenym bodem. Jejich souétem (X, p,z) je metricky prostor s vyznafenym bo-
dem z € X, kde (X, z) je souCtem systému pointovanych mnozin (X;, z;);c;. Metriku
p definujeme takto:

pi(z,y) pro x,y € X;
p(z,y) =
p(x,z;) + p(y, ;) pro z € X;,y € X

Je zfejmé, Ze p je metrika na X a ze vlozeni X; do X je kontrakce.

Nyni ukazeme, ze kartézsky souc¢in metrickych prostor nemusi byt metricky prostor.
Uvazme jako vySe systém metrickych prostorii s vyznaénym bodem ({a, b}, p,,a), n €
N, kde p,(a,b) = n. Uvazme nasledujici prvky [T A, = {f : N — {a,b}}: f, : N —
{a,b}, fu(n) = a, je ve vSech projekcich vzorem a, pfesnéji, (p, o f,)(m) = a pro
kazdé m,n € N, podobné f, : N — {a,b}, fy(n) = b je vzorem b ve vSech projekcich.
Predpokladejme, Ze existuje metrika na [[ A,,, oznac¢me ji p. Pak

p(fmfb) Z pn(pn(fa)apn(fb)) =n

pro vSechna n € N, coz neni mozné.

Cviceni. Projdéte si dukaz, Ze soucin metrickych prostorti nemusi byt metricky pro-
stor. Uvédomte si, v ¢em se lisil od vyse uvedeného dikazu. PovSiméte si, ze v kar-
tézském soucinu [] A, neni t¥eba hledat prvek, ktery je vzorem a, resp. b, ve vSech
projekcich — tyto prvky jsou pfimo urceny projekcemi a tvarem kartézského soucinu.

Nyni ukazeme, Ze existuje (nekartézsky) soucin. Nechf I je neprazdnd mnoZina,
(A, piy a;)ier je systém metrickych prostorti s vyznacenym bodem. Definujme na kar-
tézském soucdinu [ A; funkei p : [ Ai — (0, 00) pfedpisem

p(r,y) = Sup pi(pi(), pi(y))

pro vSechna x,y € []A;. PovSimnéte si, Ze p spliluje vlastnosti metriky pii bézné
aritmetice s 0o.
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Dokazeme, ze mnozina A = {x € [ A;; p(x,*) < oo} spolu s projekcemi p; : A —
A;, které jsou zuzenim projekci z kartézského soucinu na A, je souCinem systému
(A, pi, a;)icr, priCemz vyznacenym bodem je vyznaceny bod * € [] A; a jako metriku
uvazujeme p definované vyse.

Predevsim p(*, ) = 0 < oo a tedy * € A. Dale (A4, p) je metricky prostor, nebot p na
A nenabyva nekone¢nych hodnot a zfejmé spliiuje podminky (1)—(3) z definice metriky.
7 definice suprema dale plyne, ze vSechny projekce p; : A — A; jsou kontrakce.

Necht (X,o0,z) je libovolny metricky prostor s vyznacenym bodem a ¢; : X —
A; jsou kontrakce zachovavajici vyznaceny bod. Musime dokézat, ze existuje jedina
kontrakce h : X — A zachovavajici pevny bod takova, ze pro kazdé i € I je ¢; = p;oh.
Z definice kartézského soucinu [[ A; chdpaného jako soudin pointovanych mnozin A;,
i € I, existuje jediné zobrazeni h : X — ] A; zachovavajici pevny bod. Ukazeme, Ze
obrazem tohoto zobrazeni je A a Ze h chapané jako zobrazeni z metrického prostoru
(X,0) do (A, p) je kontrakee.

Predpokladejme, ze ¢ € [[A; \ A je v obraze h, tedy existuje y € X takové, Ze
h(y) = c. Protoze pro kazdé i € I je ¢; : X — A; kontrakce, musi platit

o(z,y) = pi(¢i(2), 6:(y)) = pilai, 6:(y)) = pi(ai, pi(A(y)) = pi(ai, pi(c)) = oo,
nebot ¢ ¢ A. To by ale znamenalo, Ze (X, o) neni metricky prostor, coz je spor.
Obrazem h: X — [[ A; je tedy A a miizeme psat h: X — A.

Z definice A jakozto podmnoziny [ [ A; a z definice p; : A — A; je zfejmé, Ze nemuze
existovat jiné h:X — A s vlastnosti G; = p; © h pro vsechna ¢ € I.

Nyni ukdzeme, ze h : X — A je kontrakce. Necht y, z € X jsou libovolna. Pak pro
kazdé i € I je o(y,2) > p;(4i(y), ¢i(2)), nebot ¢; : X — A; je kontrakce. Protoze viak
p(h(y), h(z)) je supremem, tedy nejmensi horni zavorou, viech p; (pi(h(y)), pi(h(2))) =
pi(qi(y), qi(z)), jeo(y,z) > p(h(y), h(z)), coz jsme chtéli ukazat.

Ukézali jsme tedy, Ze (A, p, *) je souéinem (A;, pi, a;)icr-

Cviceni. Promyslete si, jak vypada soucin systému ({a,b}, pn,a), pn(a,b) = n pro
n € N.

Cviceni. Projdéte si znova dikaz tvrzeni, Ze neexistuje soucin metrickych prostoru.
Uvazujte v metrickych prostorech A, = {a,b} vyznaceny bod a. Rozmyslete si, pro¢
nelze definovat zobrazeni r,, : {z} — A, ve struktufe metrickych prostort s vyznace-
nym bodem. Uvédomte si, ze v tom spociva diivod, proc¢ existuji souc¢iny metrickych
prostorl s vyznacenym bodem.

Poznamka. V soucinu metrickych prostorii se mohou vyskytovat body, které jsou
od sebe prilis daleko, coz je jadrem dikazu, Ze soucin metrickych prostori nemusi
existovat. Podobné v kartézském soucinu metrickych prostori s vyznacenym bodem
mohou existovat body prili§ vzdalené od vyznaceného bodu. Jejich vypusténim ale
ziskame metricky prostor, pfes ktery se jednoznac¢né faktorizuji projekce z libovolného
metrického prostoru, nebot ten zadné body nekonecné vzdalené od vyznadeného bodu
neobsahuje. Vidime tedy, ze podobné jako u souctt umoznila existence vyznaceného
bodu konstruovat i souciny. Bez vyznaceného bodu nelze Tici, které body vypustit,
protoze nevime, od ¢eho by mély byt prilis vzdalené.
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